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ELETROMAGNETISMO

12 Aula: REVISAO DE ANALISE VETORIAL
1 1. Algebra Vetorial;
1 1.1 Adicdo de Vetores;
1 1.2 Multiplicagéo por Escalar;
1 1.3 Produto Escalar;
1 1.4 Produto Vetorial,
1 2 Representacdo Vetorial em Termos de Suas Componentes;
1 2.1 Soma de Dois Vetores
1_2.2Multiplicagéo de Um Vetor por Um Vetor Escalar;
1 2.3Produto Escalar;
1 2.4Produto Vetorial

1 1 ALGEBRA VETORIAL

Até agora ja ouvimos falar de dois tipos de grandeza fisicas: as grandeza escalares e
as grandezas vetoriais. Ja sabemos, por exemplo, que a massa, carga elétrica, temperatura e
pressao sdo grandezas escalares, pois € necessario apenas um numero (magnitude) além da
unidade para caracteriza-las. Por outro lado, para caracterizar uma grandeza vetorial €
necessario especificar, além da magnitude, sua direcdo e seu sentido, como é o caso da
velocidade, forca, aceleracdo e deslocamento. Para indicar um grandeza vetorial vamos usar

uma flecha sobre ela: v,a, F ,etc.
A magnitude de uma grandeza vetorial sera indicada pela letra sem a flecha ou entre
barras verticais: V(M), a(‘a‘) , etc.Para representar um vetor, também sdo Uteis usar flechas

tal que o comprimento da flecha seja proporcional a sua magnitude e aponta da flecha
indique a direcdo. A grandeza —A indique um vetor de mesma magnitude que A mas no
sentido oposto (fig. 1):
Observe que a reta A pode ser representado em qualquer lugar
do espaco, desde que representa sua direcdo e sentido.

A -A (fig 1.1)

1_1.1.Adig&o de Vetores

Dados dois vetores A, B, suasoma A + B = C ¢ obtida colocando o “pé” da
vetor B sobre o vetor de A , o vetor C é a reta que liga o “pé” de A a ponta de B.(fig. 2)
Note que: i)A + B = A+ B (comutativa)
i)(A+B)+C = A+ (§ + 6) (associativa)

fig. 1.2




1 1.2 Multiplicagéo Por Escalar

Um vetor por multiplicado por um escalar positivo K produz um outro vetor KA K
vezes maior que A e na mesma direcdo e sentido de A ; se K for negativo, o sentido do
vetor C =K A é invertido (fig. 3).

A / /ﬂ' /2K fig.1. 3

1 1.3 Produto Escalar

Definicdo: Dados A, B entdo A-B= ABcosé (fig. 4) é o produto escalar entre
A, B sendo® o (menor) angulo entre eles.

Note que A-B é um escalar, dafi 0 nome produto escalar
Note também que: P
i) A-B=B-A (comutativa) fe
i) A-(B+C)=A-B+A-C  (distributiva)
Note que A-A=A’ e, portanto, A=+ A-A

Fig 14 &

EX. 01: Dados A, B perpendiculares entre si, calcule ‘6‘ ,sendo C=A+B

Solugao : ‘6\:J€-6:\/(K+§)-(K+E):c

C :\/K-K+K-§+§-K+§
C=VA +B’ (Resposta)

1 1.4 Produto Vetorial

Definicdo: Dados A, B, define-se o produto vetorial entre eles

como Ax B = ABsenédn, sendo n o vetor unitario (magnitude igual a 1) apontando

perpendicularmente ao angulo formado por A e B (0 acento circunflexo “” sobre o vetor
sera usado sempre que se tratar de um vetor unitario). Como ha duas direcoes

perpendiculares ao ponto de A e B, adota-se a regra da mao direita: com os dedos da mé&o
direita estendidos ao longo do primeiro vetor, gire-os no sentido do segundo vetor (via
menor angulo) ; o polegar indicara a direcdo de n (nafig. 4 n aponta para dentro da
pagina). Note que Ax B é também um vetor, dai o nome de produto vetorial. E facil
verificar as seguintes propriedades :

Ax(BxC)=(AxB)+(AxB)  (distributiva)




AxA=0
AxB=—(BxA)
(AxB)xC = Ax(BxC) (em geral)

1 2. REPRESENTACAO VETORIAL POR MEIO DE SUAS COMPONENTES

Até agora falamos em vetores e de operacGes vetoriais sem fazer referéncias a um
sistema qualquer de coordenadas. Na pratica, € mais facil estabelecer coordenadas

cartesianas (x,y,z) e trabalhar com as componentes dos vetores. Seja X, y,z(ou i, j,k)
vetores paralelos ao eixo X, Y, z, respectivamente, conforme fig. 5a abaixo:

z z
: L 4 . o
o > = Ll
= ﬁ A L b23
! Ay
b "
fig.1. 5a fig. 1.5b fig. 1.5¢c

Um vetor arbitrario A pode ser escrito como uma combinagio dos vetores X, y, z (fig. 5b):

A= Axx+Ayy + Azz  ou A= (AX, Ay, Az) , de modo que as operacOes podem ser
assim reformuladas.

1 2.1 Soma de Vetores

Dados A= Axi+ Ay j+ Azk e B =Bxi+Byj+Bzk asoma A+B éasoma das
componentes, isto &, C = A+ B = (Ax+ BX)x + (Ay + By)y + (Az + Bz)z ou

C = (Ax+ Bx, Ay + By, Az + Bz) em que C =Cxi+Cy j+Czk, sendo as componentes de C :
Cx=Ax+Bx; Cy=Ay+By ; Cz=Az+Bz

1 2.2 Multiplicagéo de Um Vetor Por Um Vetor Escalar

Para multiplicar um vetor por um escalar, multiplique cada componente, isto é,
aA = aAxx +aAyy +aAzz = (aAx, aAy, aAz) .

1 2.3 Produto Escalar



Note que: x-x:y-yzi-izl ; x-y:x-iz y-E:O entéo,
A-B = (Axx+ Ayy + Azz) - (Bxx + Byy + Bz2)
= AxBx + AyBy + AzBz
isto €, para calcular o produto escalar, multiplique as componentes e adicione-as.

EXEMPLO: Calcule A=+A-A seA=Axi+Ayj+Bzk .
Solugio: VA A =J(Axi + Ay j + Azk)- (Axi + Ay j + Azk)
A= A7x+ Aty + A2+ A%z

1 2.4 Produto Vetorial

Notando que :

£
XxX:yxyzzxi @’?
Xxy=—(yxx)=2
yxz=—(zxYy)=X ¥
IxX=—(Xx2)=Yy

Essas relaces que podem ser colocadas da defini¢do de produto vetorial. Note
ainda que essas relacdes podem ser obtidas da regra ciclica (fig. 6) . Entdo:

Ax B = (AXi + Ay j + Azk) x (BXi + By j + Bzk)
=(AyBz - Asz)? + (AzBx — AxBz) j + (AxBy — AyBx)k ou seja, se
C =AxB , entdo as componentes de C sdo: Cx = (AyBz— AzBy); Cy = (AzBx— AxBz);
Cz=(AxBy — AyBX).

Fig. 1.5

EX. 01: Mostre que:
ik

AxB=|Ax Ay Az
Bx By Bz
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22 Aula: EXERCICIOS (ANALISE VETORIAL)
2_1 Exercicios Resolvidos;
2 2 Exercicios de Fixacao;

2 1 EXERCICIOS RESOLVIDOS

Nesta aula vamos resolver alguns exercicios para melhor fixacdo do contetdo
ministrado na primeira aula.

EX.01: Dados A=i+2j : B=3i-4j+k ,encontre:
a)A-B

b)Ax B

C)‘z\xg‘

d)A

Solugdo:a) A-B=(i+2j)-(3i-4j+k)=3-8=-5
b)

AxB=2i+0-4k —6K — j
AxB=2i—j-10k (resp.

c) Kx§=\/22 +(~1)" +(-10)" =\/4+1+100 =105 (resp.)



|+2] |+2]

d) _ﬁ
A il B

EX. 02: Demonstre o teorema de Pitagoras usando vetores.

(resp.)

Solucéo: O teorema de Pitdgoras estabelece que a soma do quadrado de cada cateto
é igual ao quadrado da hipotenusa. Da fig. 1, abaixo sendo que C =a+b,
logo: 6-6:(5+5)-(5+5) ou
2 — — — — — —
C =a-a+a-b+b-a+b-b

C2 = a2 + b2 (resp.)
EX. 03: Mostre que :
Ax Ay Az
A-(BxC)=|Bx By Bz
Cx Cy Cz

eque A-(BxC)=(AxB)-C
Solugdo: Para mostra a primeira parte, faca primeiro o lado esquerdo

i ] Kk
(BxC)=|Bx By Bz|=(ByCz- Bsz)i+ (BzCx —BxCz) j + (BxCy — ByCx)k
Cx Cy Cz

A-(BxC)=(Axi+Ayj+ Azk)-[(ByCz — BzCy)i + (BzCx — BxCz) j + (BxCy — Byc:x)k]
A-(BxC) = Ax(Bycz — BzCy) + Ay(BzCx — BxCz) + Az(BxCy — ByCx)JI[l

Facamos agora o lado do determinante:
Ax Ay Az
Bx By Bz
Cx Cy Cz
= AxByCz + AyBzCy — CxByAz — CyBzAx — CzBxAy
= AX(ByCz — BzCy) + Ay(BzCx — BxCz) + Az(BxCy — ByCx)
que demonstra a igualdade entre o lado direito e esquerdo do exercicio proposto. A
demonstracdo de A-(BxC)=(AxB)-C é feito de maneira analoga, e é deixada como
exercicios.

EX. 04: Proceda como exercicio anterior, mostre a regra do

"BAC —CAB": Ax(BxC)=B(A-C)-C(A-B)

EX. 05: a)Indique graficamente o vetor que parte da origem e termina no ponto
(1,2,3); b)encontre o seu madulo; c) encontre o vetor unitario na sua diregéo.



Solugdo: a) Designemos o vetor (1,2,3) por r=i+2j+3k:

il
L g9 11.2.3)

(resp.)

s

%
b) r :m —J1+4+9=14 (resp.)
_0 o d ok _i42j+3 (resp.)
N VRN VRN VN '

c)r =

= |=!

EX. 06 : Sejam dois vetores que partem da origem e ligam os pontos A(1,2,3) e

B(1,0,-1) . a)Encontre o vetor que liga AB aponta de A para B b) Encontre o vetor unitario
na direcdo AB e que aponta de B para A.

Solucdo: a) primeiro analisaremos graficamente dois vetores quaisquer :
A

z I, Note que: r, =r,—r, éovetorque ligacar,

r, e aponta para , .

Note agoraque: I, =I, —r, éovetorligar, ar,
e aponta para I, .

Chamemos A(1,2,3)=r,;B(1,0,-1) = g entdo o vetor que liga BA e aponta de A
paraBé:
Mo =T —M=(10,-)-(L23)=(0,-2-4) ou

e =—2j—4k (resp.)



b) Seja r,, 0 vetor que aponta de B para A. Entéo r,, —r,, =2j+4k ,e
—  2j+4K

r.. =
# J4+16

A 2j+4k

I'ea = resp.
BA \/E ( p )

2 2 Exercicios de Fixacao

01.

Quatro vetores sio dados por a=2i+ j+k,b=2i+3k,c=3i+5j—k

d =2k - j. Calcule:

a

b)
c)
d)
e)
f)

N

02.
03.

04.

05.

06.

o médulo dos vetores ‘5‘,‘5‘,‘6‘ e \a\

0s Vvetores unitarios nas direcbes de a e b
oanguloentre a e b

Mostre que, em coordenadas cartesianas, a-b=a,b, +ab, +ab,.

Produto escalar triplo. O escalar K-(ﬁxé) é chamado de escalar triplo, e
possui uma interpretacdo geomeétrica simples. Mostre ‘K-(E X 6)‘ que é igual ao

volume do paralelepipedo de lados A, B,C .
Encontre o volume de um paralelepipedo cujo lados sdoa =i+ j+k,
b=i—j+3kec=2i+2j—2k.
Dois vetores de modulo a e b fazem entre si um &ngulo @ . Mostre que o
comprimento da soma dos dois vetores é dado por:

‘F‘ =+a? +b’ +2abcosd

Trabalho em Fisica é definido como sendo o produto da forca vezes o
deslocamento. Para uma forga constante, se a for¢a ndo € paralela ao
deslocamento, entdo a componente perpendicular ao deslocamento nao realiza
trabalho. O trabalho ¢ entdo a componente da forca paralela ao deslocamento

multiplicada pelo deslocamento, isto é W = Fd cos@ = F - d :.Calcule:
o trabalho W realizado pela forca F = 3i+5j —2k N sobre um objeto que é

deslocado de d =5i +2 j +k metros :



b)

07.

b)

08.

a)
b)

0 mddulo do for(;a‘f‘ edo deslocamento‘a‘ .

Torque 7 (ou momento)de um forca F ao redor de um ponto O é definido como
sendoz=rxF , sendo r o vetor de médulo r que liga O ao ponto em que a forca
é aplicada. Dados F :f+2j -2k, r= 2f+2j —k m , encontre:

o torque de F ao redor do ponto r

o médulo, a direcdo e o sento do torque & forca F .

Produto vetorial triplo. O vetor resultante da operagao vetorial Ax (E x é)é
chamado de produto vetorial triplo. Desenhe (E x 6) e veja queﬂx(ﬁx 6) éum

vetor no plano formado por BeC . Use coordenadas cartesianas e mostre a
seguinte identidade: Ax (Ex 6) = (K- 6)§ —(K §)6 Esta é uma formula
importante, mas ndo e necessario memoriza-la. Note que

(EXG)XZ\: —(K-E)E +(K-§)E , isto é, a mudanca na ordem no produto
vetorial da origem a um sinal negativo, como ja vimos. Aplicacdes: O momento
angular L de um corpo de massa m e velocidade angular @ ao redor de um
ponto O é definido como L =rxmv=mrxv ,sendov=w@xr .

Portanto, L = mFx(Z)xF) . A aceleraco centripeta é dada por a = Ex(a X F) .

Dados: @ = 2i + 2j-ker =i+ 2 j—2k , encontre, para um corpo de massa
unitéria:

o momento angular L e o seu mddulo. Especifique a direcdo e o sentido de L.
a aceleracdo angular a e o seu médulo. Especifique a direcdo e o sentido de a.



ELETROMAGNETISMO

32 Aula: REVISAO DE ALGEBRA VETORIAL
3.1 Multiplicacdo de V;
3 2 Multiplicagdo de V Por Um Campo Vetorial;
3 2.1 Multiplicacdo Escalar : Divergente de A

3_2.2 Multiplicacdo Vetorial: Rotacional de A;
3 3 Vetor Laplaciano.

No Eletromagnetismo fregiientemente faremos o uso de diferenciagéo e integracao
de vetores. Nesta aula faremos uma breve revisao das operagdes de derivacao de funcgdes
escalares e vetoriais, também é chamado de campos escalares e campos vetoriais,
respectivamente, que comumente aparecem em eletromagnetismo. Comegaremos definindo
o operador derivada vetorial ou operador “del”:



V= fﬁ + ] 9 +k 9 (coordenadas cartesianas)
oXx "oy oz

Repare a reta sobre o simbolo V (nabla) para reforcar o carater vetorial desse
operador, cujo componentes sdo:

V=2, -2y 2

ox 7 oy oz

Como esse operador toma carater vetorial, podemos fazer com eles operacoes
escalares e vetoriais. Por exemplo, dadas as funcdes ¢ =g(x,y,z) e A=A«(XY,2) ,
entdo a multiplicacdo deste operador serd dada pela soma das derivadas parciais na dire¢do
@i, j, k).

3_1 MULTIPLICACAO DE V POR UM CAMPO ESCALAR

Multiplicacdo de V pelo campo escalar ¢ : gradiente ¢, logo:
Vo = a<15?+%j+%k .

ox oy oz
Nota que escrever "¢V" ndo tem significado.

EX. 01: Encontre o gradiente de r = /x> +y* + 2% .

Solucao: %r:gﬂqhgk
ox oy oz

-1 2X 2 2yk 2zk
Vr=— 1+ +

2 X +ytez? 2 tyier? 2 4yier’
o Xi+yj+zk _r

JE+yi+z?

sendo : r=xi+yj+zk

EX. 02 : Encontre o gradiente de:
a) (X, y,2) =X’ +y>+7°
b) f(x,v,z)=x%"Inz

3 2 MULTIPLICAGCAO DE V POR UM CAMPO VETORIAL

Multiplicacdo de V por um campo vetorial A(x,y,z) . Nesse caso, podem
multiplicar V escalar ou vetorialmente por A:

3_2.1 Multiplicagéo Escalar : Divergente de A:



- 02 0. O s . )
V-A:(&I+—j+§k)-(A(l+ij+Azk)..

oy
Vﬂza& +aAy +aAZ
oXx oy oz

Note que o divergente de um campo escalar ndo tem significado.

EX. 03: Calcule a divergéncia do vetor posicdo r .
Solucgéo:

- 0 0 0 0 0 0
Vir=—nr+—r+—r=—X+—Yy+—2z ou
ox oy’ oz’ ox oy oz

V-r=3

EX. 04: Encontre o gradiente e o divergente de A e B:
) A(X, Y, z) = X2+ xyz j + 2°K
i) B(X, Y, z) = Xyi + (Xyz — yx°) j

3_2.2 Multiplicagdo Vetorial: Rotacional de A:

%K:(ﬁhﬁj+3k)x(Axi+ij+Azk) ou ax=2 et
ox oy~ oz OX
i Ik OAz OA OAX OA OAy OA
VxA=|ox oy oz|=(C2 i (X ALy (DY Py
Z oz  OXx ox oy
Ax Ay Az
EX. 05: Calcule o rotacional de A= yi—xj:
Solucéo:
i j K
= — 0 0
VxA=|0x oy 0zl=(——x—-—Yy)k=-2
ox oy
y —-x 0

EX. 05: Calcule o rotacional das fun¢des abaixo:

n 2
a) f(x,y)=xyi+x y]j

2

2, 2
b) f(x,y)=yx i—xy j—yz k
3 3VETOR LAPLACIANO

Como V é um vetor, podem fazer o escalar por ele mesmo, resultando no
Laplaciano:

V.V= (Qh2 j +ﬁk)-(3?+3 '+ﬁk) =V’ ou
ox oy oz oXx oy~ oz



0 8 0
VGt

oy

O Laplaciano pode ser aplicado em um escalar ou vetorial, por exemplo:

., O 0 O ot &
Vigp=(—+—+—5)d=

¢ (8X2 ayz azz)¢ (6X2 ¢ ayz ¢ 2 ¢)

A L .
VA= (= +—+—)(Axi+ Ay j + Azk
(axz Y azz)( y] )

VA=V’AI+V’A j+V’Ak
EX. 06: Dados 0s campos ¢ = x*yz® e A=x’yi+2j, encontre o Laplaciano de ¢

e A.

2

Solug&o: V2¢_ " (x yz )+8y2 (X*yz )+ = (x yz%)

\Y% ¢=&(2xyz )+@(x z )+ (x y3z°%)

Vp=2xzy’ +0+6X°yz (resp.)

VZA=V’Ai+V’A j+V’Ak

ViA= (—Aﬁ zﬁw 2/&) (—Ay+ Ay 2Ay)1 (—Az+ 2A2+82Az)k

vV A= 2yi  (resp.)

EX. 07: Calcule o Laplaciano de:
Ag=x2+y2+7%; A=xlyi+2’]
b) ¢ = x*y*z® c A=xCi+y
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4 1. Coordenadas no Espaco;
4 1.1 DiregOes i, J.k;
4 1.2 Elemento de Superficie;

4 1.3 Elemento de Volume;
4 2  Coordenadas Cilindricas ( p,¢,2);

4 2.1 Elemento de Comprimento;

4 2.1 Elemento de Superficie;

4 2.3 Elemento de Volume;

4 3 Coordenadas Esféricas (r,0,¢);

4 3.1 Elemento de Comprimento;
4 3.2 Elemento de area;

Coordenadas cilindricas e esféricas sdo bastante Uteis para a solucdo de problemas
que envolvem essas simetrias, como, por exemplo, no calculo de campos elétricos ou
magnéticos devido a distribuicdo de carga sobre superficies ou volumes cilindricos ou
esféricos. Por isso, & importante saber escrever elementos de caminhos, area e superficie
usando diferentes sistemas de coordenadas.

F
£

d -
< A5 Vetor posicio

T I T

> o2 2, 2

/ (fig. 4.1 ’ Feyxsy e
5 ey§rak

X +y +7°
4 1 COODENADAS NO ESPACO
4 1.1 Direcbes i, Jk:
Um elemento de caminho no espaco é obtido somando cada elemento nas direcdes
i, jk:
di=d,i+d, j+d,k

4 1.2 Elemento de Superficie:

Um elemento de superficie dA pode ser obtido do produto de dois elementos de
comprimento:

dA =dydz ; dA =dxdz ; dA =dxdy .

O subscrito i no elemento de area dA (i =X, y,z) indica que a area é perpendicular
ao eixo coordenada i ; por exemplo, dA; é uma area perpendicular ao eixo z.



4 1.3 Elemento de Volume:
Um elemento de volume é formado multiplicando os trés elementos de

comprimento:
dV = dxdydz

4 2. COORDENADAS CILINDRICAS ( p,¢,2)

-] }(‘: d; z
el
pde
dp X = pCOS¢p dA,
~ - y = pseng
.___H__q_- J_,’ y _ L
f;:’r P -#.—" 71=17 W
_______ (_Fi_g._4_.2]l_ : " (Fig. 4.3)

4 2.1 Elemento de Comprimento:

Para encontrar um elemento de comprimentode em coordenadas cilindricas, &
preciso encontrar um elemento de comprimento nas direcdes de crescimento de p,¢,z.

Denominaremos essas direcdes por p, ¢, z, respectivamente. Da figura:
di=d, p+pd,g+d,k ; dl =dp ; dl,=pdg ; dl,=dz

4 2.1 Elemento de Superficie:

Como no caso anterior, um elemento de superficie é formado pelo produto de dois
elementos de comprimento:

dA =pdgdz ; dA,=dpdz ; dA =pdpds
em que, por exemplo, dA, indica a area perpendicular a direcdo p (ver fig4.3). Note que
d¢ ndo é um elemento de comprimento é pd¢, que é o comprimento (em metros,
centimetros, ect.).

4 2.3 O elemento de volume:

O volume é obtido do produto dos elementos de comprimento:
dV =(d p)(pd¢)(dz) = pd pd¢gdz



4 3 COORDENADAS ESFERICAS (r,0,¢)
ra

/‘ X = rsené cos ¢
i y = rsendseng

Z=rcoséd

4 3.1 Elemento de Comprimento (r,0,¢):

Denotado por ro e ¢ 0s vetores unitarios nas direcdes r,0 e ¢, respectivamente,
teremos:
d, =dr ; dl,=rd¢ ; dl,=rsendd¢

r

e portanto: di =d,r+rd,d+rsendd,¢
4 3.2 Elemento de area (r,0,9):

dA = r’sen0ddd¢ dA, =rsenddrd¢ ; dA, =rdrdd

S 4
Ex.: Mostre que elemento de volume de uma esferaderaioRé V = §7ZR3 :

Solucéo:
V=[av=]" N J';”rzsenedrd@d(é
\Y

V= jORerrj:senewj:”dqs:(r—; ‘:)(—cose R ‘z)

3 3

V= —%(COSH _cos0)(27) = —%(zﬂ)(—1—1)

V= %st (resp.)
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52 Aula: ELETROSTATICA
5 1 Leide Coulomb;
5 2 Campo elétrico;
5 2.1 Campo devido a N cargas puntuais;
5 3 Campo elétrico de distribui¢cdes continuas de carga.

5_1 LEI DE COULOMB

Alei de Coulomb é eminentemente experimental. Ela descreve a forca de
natureza elétrica entre duas cargas estaticas Q1 € Q2 :

Fi = K, Ql—?z ro
r

TR
F
- M2
- G2
I:I I
k)
(fig. 5.1)
x
P - 1 ° Nm
Emquer,=—; r,=r-r e k= =910 — ;
r €, C
2
-12 C
& =8,85-10 >
Nm

Em palavras, a lei de Coulomb estabelece que a forga elétrica entre duas cargas
é diretamente proporcional ao produto das cargas € inversamente proporcional ao
quadrado da distancia. Além disso, a forca € dirigida ao longo da linha que une as
cargas e é repulsiva se as cargas tiverem o mesmo sinal e atrativa se forem de sinal

contrario. A menor unidade de carga elétrica é igual a carga de um elétron que vale
-19
1,6-10 C. Portanto, seriam necessarias cerca de 10'® elétrons para se ter 1 Coulomb

©).

Note que o sinal de Qie Q2 é fundamental para definir o sentido da forca. Por
exemplo, se Q1=-2C e Q.=2C na figura 5.1, entdo o sentido da forcaem Q1 é -r,,,

enquanto que o sentido da forcaem Q1 é r, =—T,, .

5 2 CAMPO ELETRICO



Definicdo: Suponha que uma carga Q esteja fixo e que levemos uma outra carga
g chamada “carga de teste”, para diversos pontos ao redor de Q, em cada ponto,
mecamos a forca experimentada pela carga g. Esse procedimento evidenciara que existe

um campo de forgas (campo vetorial) portanto ao redor de Q.

Assim, pela lei de Coulomb, temos :

em que r=- (ver fig 5.2) .
r

Define-se campo elétrico E em tori
F = E Qq E KX\ Q(r — l
g r r-r

ou

emque r e r sdo os vetores que a partir da ori
respectivamente. X

T4

¥

(fig. 5.2

EX. 01: Calcule o campo criado por uma carga de 1 C situado na origem em um

ponto P situacdo em (1,-2,3).
Solucéo:
E_p_Qr _, Q@-r)

2

‘r—r'

‘r—r

k

£

I

£

p

Fi1.2.3)

r=i-2j+3k=(1-2,3)
r=(0 00)

r- -2j+3k

r— =J1+T=J1_4

9 ~
~ 910 (-1)(i—-2]j+3k)
E 3

(V14)

Dados:

F
F

910 (|
\/_
910

E=E

5 2.1 Campo devido a N cargas puntuais

+3k)

2j+3k)  (resp.)

"'{



Como o campo elétrico € um vetor, o campo devido a N cargas em um ponto
qualquer é a soma de:

=, T°_N Q(r- ) -
E=E+E+.E, =Y F ,com E=k~—"i=12.N ,ouainda,
i=1

-]
Q0D QE-D) QD)
| ‘r—r‘ ‘r—r‘ ‘r—r‘
S e G}
= ‘r—r‘

EX. 02: Quatro cargas Q, =-1C,Q, =2C,Q, =1C,Q, =—-2C estdo situadas nos
veértices de um quadrado de lado 1 m. Calcule o campo resultante no centro do quadrado.

5 _2.3- CAMPO ELETRICO DEVIDO A DISTRIBUICOES CONTINUAS DE CARGA.

Uma distribuicdo continua de cargas elétricas, em ultima analise, ndo existe, uma
vez que a carga é quantizada (multipla inteira de 1,6-10°C). Entretanto, quando lidamos

com situacdes macroscépica, o que em geral é o caso, dQ
0 carater quantizado da carga pode ignorado, de modo que et
podemos trata-los como uma distribuicdo continua(lembre-se de z = lr=r)
que 1C equivale a 10?8 particulas). Esse fato € analogo a -
tratar a massa como sendo uma distribuicéo continua,
mesmo sabendo que ela é multipla de uma massa atémica ou
de uma molécula. Imaginando a carga como uma
distribuicdo continua, podemos definir uma densidade de _
cargas como sendo carga por unidade de comprimento, (Fig. 5.3)
area ou volume:
dQ. ~_dQ. dQ
a7 ds v Ty
sdo os elementos de comprimento, area e volume, p,, ps, p, Sa0 as densidades
linear, superficial e volumétrica de carga, respectivamente, e ndo deve ser confundida
com a coordenada cilindrica.

Lembrando que uma carga infinitesimal deve produzir um campo (d E ) também
infinitesimal, podemos escrever:
dE =k M
- =P Em que r' é o vetor que localiza o elemento de carga
‘r —f ‘ dQ .Fazendo a integracéo desde um ponto em que até um ponto

b

Ry

v

pL= ,.emquedL,dS e dV

qualquer, temos:



E=kj 4D

‘r—r'

Note gque a integracdo se anula onde ndo houver carga.
EX.03: Calcule o campo elétrico em um ponto a uma distancia R do centro uma
esfera carregada de raior, .

Solucgéo:

ELETROMAGNETISMO

52 Aula: ELETROSTATICA
5 1 Leide Coulomb;
5 2 Campo elétrico;
5 2.1 Campo devido a N cargas puntuais;
5 3 Campo elétrico de distribui¢fes continuas de carga.

5 1 LEI DE COULOMB

Alei de Coulomb é eminentemente experimental. Ela descreve a for¢a de
natureza elétrica entre duas cargas estaticas Q1 e Q2 :

Fir =K, Ql?Z 12
r

Elh (q F'_'I'z
v G2
I:I Je-
¥
(fig. 5.1)
x
[ 1 ° Nm_
Emquer,=—; r,=r-n e k= =910 — ;
r &, C
2
-12 C
& =8,85-10 >
Nm

Em palavras, a lei de Coulomb estabelece que a forga elétrica entre duas cargas
é diretamente proporcional ao produto das cargas € inversamente proporcional ao
quadrado da distancia. Além disso, a forca € dirigida ao longo da linha que une as
cargas e é repulsiva se as cargas tiverem o mesmo sinal e atrativa se forem de sinal



contrario. A menor unidade de carga elétrica € igual a carga de um elétron que vale

-19

1,6-10 C. Portanto, seriam necessarias cerca de 10'® elétrons para se ter 1 Coulomb

().

Note que o sinal de Qie Q2 é fundamental para definir o sentido da forga. Por
exemplo, se Q1=-2C e Q.=2C na figura 5.1, entdo o sentido da forcaem Q1 é -r,,,

enquanto que o sentido da forcaem Q1 é 1, =—

5_2 CAMPO ELETRICO

I .

Definicdo: Suponha que uma carga Q esteja fixo e que levemos uma outra carga

g chamada “carga de teste”, para diversos pontos ao redor de Q, em cada ponto,

mecamos a forca experimentada pela carga g. Esse procedimento evidenciara que existe
um campo de forgas (campo vetorial) portanto ao redor de Q.

Assim, pela lei de Coulomb, temos :

em que r= r (ver fig 5.2) .
r

Define-se campo elétrico E em tori
E - n
—=E= Q_g r ou

E-k !
g r r-r

emque r e r sdo 0s vetores que a partir da ori
respectivamente.

x

¥

(fig. 5.2

EX. 01: Calcule o campo criado por uma carga de 1 C situado na origem em um

ponto P situacdo em (1,-2,3).
Solucéo:

Dados: r=i—2j+3k =(1,—-2,3)

T‘{:




F':(o,o,O)
r—-r=i-2j+3k
FF=J1+T J14
£_9:10 (—1)(?—2j+3k)
(v14)
:%G—ZHSk)
ng_o (| 2j+3k)  (resp.)

5 2.1 Campo devido a N cargas puntuais

Como o campo elétrico é um vetor, o campo devido a N cargas em um ponto
qualquer é a soma de:

= =, E_\FE =_,Q(r—r) -
E=E+E,+.E, =) E ,com E=k="—=i=12..N ,ouainda,

i=1 ‘r—r.‘
QD) QD) QD)
| \r—r\ \r—r\ \r—r\
Eo3 QD)
= \r—r\

EX. 02: Quatro cargas Q =-1C,Q, =2C,Q, =1C,Q, =—2C estdo situadas nos
veértices de um quadrado de lado 1 m. Calcule o campo resultante no centro do quadrado.

5 2.3- CAMPO ELETRICO DEVIDO A DISTRIBUICOES CONTINUAS DE CARGA.

Uma distribuicdo continua de cargas elétricas, em ultima analise, ndo existe, uma
vez que a carga é quantizada (multipla inteira de 1,6-10°C). Entretanto, quando lidamos

com situagcdes macroscopica, o0 que em geral é o caso, dQ -
0 carater quantizado da carga pode ignorado, de modo que 2]

)
=

podemos trata-los como uma distribuicdo continua(lembre-se de z e lrr)
que 1C equivale a 108 particulas). Esse fato € analogo a -

tratar a massa como sendo uma distribuicdo continua,
mesmo sabendo que ela é multipla de uma massa atémica ou
de uma molécula. Imaginando a carga como uma
distribuic@o continua, podemos definir uma densidade de _
cargas como sendo carga por unidade de comprimento, (Fig. 5.3)

Ry

-




area ou volume:
oy =3—S;ps :3—2;/)\, :3—3 ,emquedL,dS e dV
sdo os elementos de comprimento, area e volume, p,, ps, p, Sdo as densidades
linear, superficial e volumétrica de carga, respectivamente, e ndo deve ser confundida
com a coordenada cilindrica.
Lembrando que uma carga infinitesimal deve produzir um campo (dE ) também
infinitesimal, podemos escrever:
dE =k M - )
8 Em que r é o vetor que localiza o elemento de carga

‘r —f dQ .Fazendo a integracéo desde um ponto em que até um ponto

qualquer, temos:
E-y 2=

‘r—r'

Note gque a integracdo se anula onde ndo houver carga.
EX.03: Calcule o campo elétrico em um ponto a uma distancia R do centro uma

esfera carregada de raior, .
Solugéo:

ELETROMAGNETISMO
62 Aula: EXERCICIO RESOLVIDOS (Eletrostatica)

O objetivo desta aula é fixar os conceitos expostos na aula anterior. VVimos, por
exemplo que o campo E de uma carga puntual é:

. a - -
£ Q-0 (=)
‘r— r .
sendo (ver Fig. 6.1) ~
k___aconstante de Coulomb; _
Q__acarga que gera o campo E ; y
= * (Figg. 6.1

r __ovetor que parte da origem até o
ponto onde se quer calcular E;

r__ovetor que liga a origem até a carga Q.



Para varias cargas puntuais, temos:

N - _>Y
E= kZQ(r—_Z) Em que o indice i se refere & inércia carga.

i=1

F—F"

Para uma distribuicdo continua de cargas, temos:

E= kj dQ ~(r-r) Em que dQ é um elemento diferencial de carga
‘r -r de carga elétrica. Para uma densidade superficial
ps de carga elétrica, dQ = p,dS , dS = elemento

de area (superficie).

-9
EX.01: Trés cargas de Q=10 C sdo colocadas nos vértices de um quadrado de

lado | =3. Calcule o campo E no vértice em que no existe carga.

SolugéO'
E_ kZQ (r r)
‘r‘r‘ P
Da figura 6.2, (carga 2 na origem) temos: Y
r=3i+3j Q X
- A g
r=3i (Fig. 6.2) 1
r,=0
r,=3]
para i=1 : _le(r )
-]
- - ) - - - - -3 3
(r-r)=3j ; (r—r1)=31‘r—rl‘:3 = ‘r—rl‘ =3 =27
9 -9 .
El:9~1O 10 -3j _
27
para i=2 : E, _sz(r r,)
-l

(-0)=@+3) ; [f-5|-va70-VIE = [f-r ~(B) —(342) ~27(D)



Nota: \/1_8:\/59-_2:\/5-«/5:3\/5

9 9
9-10 10 (3i+3j) 1

E, = - -3+ )
27(:2) (2)
para i=3 —kQS(r )
-l
9 -9 ~
(F-r)=di=[r-r[ =27 . E3=—9'102'710 A

Somando: E=FE +E,+E, ,temos:

E=j+ 13(€+j)+€=?(1+ O+ i+

2) .-
(2) (2) (2)

E_ (f)+
«2)

(i+]) (resp.)

EX. 02: Encontre o campo E em um ponto que passa pelo eixo de um anel
carregado com uma distribui¢do uniforme linear de cargas e raio p=R.

Solucéo:
Do exercicio (simetria cilindrica) o a
dQ = p dL = p_pd¢ = p Rd¢ A B
r=1zk | P i
-, -~ - 2 2 | -+ |
I‘=pp:Rp:>‘r—r‘:(R +2) I T i
o _ S

Logo: E= kJ' AR d¢(r ) ou E= A0

2 ‘; =l X (Fig.6.3)

E= kp R{J- d¢Zk _RJ- d¢Rp
(R +z) (R +z)

Da simetria do problema, E = Ek e, portanto, a componente na direcdo radial deve
ser nula:

— R(27)k
E=kp, K o Q=(rR)p,

2

(R +z)



LB Qk
~E=k P
(R +z)

EX. 03: Encontre E de um plano infinito de cargas.

Solugéo: Podemos imaginar um plano infinito como sendo formado por infinitos
aneis concéntricos de p=R variavel. Lembrando o exercicio anterior:

dQ = p,dS z 4

dS = pd pd¢ h P /plano

Do

r'=pp N
1 s T

- . o 2 2
p:r—r':Zk—pp:‘r—r":(Z +p)

. P (Fig. 6.4)
Logo: E= kf,os M

s ‘r—r'

= 27 po pdp
Bkl o k)
[z +p ]
Como no exercicio anterior, ndo havera campo ao longo de p , logo:

_ oo d
E = pok(2a)k| zz—p

2 %
[z +p] s
Z 2 2 b
Essa é uma integral que pode ser resolvida por (z +p)
substituicdo trigonométrica. Da figura 6.4 podemos formar
o tridngulo mostrado na figura 6.5 , e escrever: I3
— " rw dp
E = psk(zq)k_l-u,ﬂ/3—j% (Figy. 6.5)
2+ p]
P 2
—=tga= p=2tga=>dp=1z2sec ada
z
2 2 1
l+tg a=sec o ; seca =——-

CoOSa
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72 Aula: LEI DE GAUSS NA FORMA INTEGRAL

7_1 Linhas de Campo;

7_2 Fluxo de Campo Vetorial;

7.2.1 Fluxo de Campo Elétrico e Lei de Gauss;
7 3 Fluxode E e lei de Gauss;

7_4 Aplicag0es.



7.1 LINHAS DE CAMPO
Vimos que o campo elétrico é dado por(ver figura 7.1)

E= LQ(I‘——:) 7k “ (r—r7)
4re, P .
¥
e, para uma carga elétrica situada na origem (r = 0): -
E = Q 3 ou E = Q —2 }:.-
A7, M 4re, , X {Fig. 7.1)

AT o : —
sendo, r =— 0 vetor unitario que parte da carga (origem) em diregdo ao ponto P onde se
r

quer calcular o campo E (ver figura 7.2).

E—>O0 se r—ow
E—>wo se r—0

Para representar o campo E ao redor da carga Q, usamos retas ao redor da carga Q
apontando radialmente para fora (r) se Q >0, e radialmente para dentro (-r) se
Q < 0.Note que, quanto maior Q, maior a quantidade dessa retas, chamadas de “linhas de

for¢a” ou campo de E:
%
(Fig. 7.3_h) “b

carga hegativa (=200 carga positiva (L)

|
I
! +0
(Fig. 7.3_b) :
Note que as figuras ¢ :

duas dire¢des simultaneas pi
Dipolo elétrico Duas cargas positivas

7.2 FLUXO DE UM CAMPO VETORIAL F

F
= Definicdo: ¢, :J.Sf-d§ ' . VAT



¢- = Fluxo de campo vetorial

F = Campo vetorial

dS = elemento de area na forma vetorial

cujo sentidos é definido pela regra de méo direita (ver figura 7.4).
Nota : Caso S seja fechado, é comum utilizar o simbolomS

7.2.1 FLUXO DE CAMPO ELETRICO E LEI DE GAUSS

O fluxo de campo elétrico ¢. € uma medida da quantidade de linha de forga de E

atravessando uma dada area S (ver figura 6.5). Como o fluxo é proporcional ao campo, e
este € proporcional a carga, podemos afirmar que, para uma superficie fechada qualquer,
quanto maior a carga dentro dessa superficie, tanto maior o fluxo para dentro (Q>0) ou para
fora (Q<0). Em outras palavras:

“O Fluxo através de uma superficie fechada é proporcional a carga envolvida pela
superficie.”

» Leide Gauss

P S

Fluxa (para fara)
proparcional & &
liguida dentro de 5.

Cluatro linhas Qito linhas

(Fig. 7.5

Matematicamente: ¢. «Q ou ¢. =bQ , ou ainda, como a superficie é fechada,

[ﬁﬁ .dS =bQ em que[]] indica integral numa superficie fechada; dS é perpendicular aS
e p aponta para fora da superficie fechada, por convencdo. Para determinar a constante de

proporcionalidade vamos determinar ¢. de uma carga puntual Q escolhendo uma
superficie fechada (chamada de gaussiana) esférica centrada em Q (ver figura 7.6) e raio r

Pela lei de Gauss, temos:

) ¢ =[fIE-dS =bQ

Como E é paraleloa dS (ambos aponta radialmente

para fora). Logo:
0

(Fig. 7.6) f]Edscos0 =bQ



2
Como E é constante ao longo de ES =4zr

EmdS:bQ:ES:bQ ou E=29
Arxr

> comparando com E de uma carga puntual:

E= 1 22 , sendo que b:i . Portanto:
& | &

mE-d§ _Q (Lei de Gauss na forma integral)
&

7.4 APLICACOES DA LEI DE GAUSS

EX.01: Calcule E devido a uma distribuicdo uniforme superficial e infinita de
cargas positivas.

Solucdo: Pela simetria, 0 campo E deve ser perpendicular ao plano. Escolhendo

uma superficie retangular que possa por um ponto P onde queremos calcular E ou uma
superficie cilindrica (ver figura 7.7), temos:

. E
E
a5 5 l
b
.—-rSE
] Ox|
85 @ !
E (Fig. 7.7) ! Ed
mﬁ .dS = Q . Escolhendo o cilindro, temos que fazer trés integrais: duas para as
&y O
tampas, uma para o cilindro: mE-d§:j E.dS+[ EAS+[ E.d5=2
S1 S2 S3

&
Note que: para o cilindro Sz, E é perpendicular a dS , enquanto que para S, eS,,

sendo que E é paralelo ads.
Logo:

jsl EdS +Lg Eds=2 ou

&y

Es+ES =2

&y



2Es -2

2

&y

(resp.)

ou

wn|O



ELETROMAGNETISMO
82 Aula: LEI DE GAUSS NA FORMA DIFERENCIAL
8 1 Introducdo: fluxo através de um paralelepipedo;
8 3 Teorema da Divergéncia.
8_1 REGIAO DA GAUSSIANA

Para encontrar a lei de Gauss na forma diferencial, tomemos um cubo de volume
AV = AXAyAz numa regido onde exista uma campo E (ver figura 7.1). Pela lei de Gauss:

¢ = [&E .dS ou de forma aproximada, A¢g, = E-AS em que a igualdade ocorrera

no limite AS -0 : dg. =E-dS .

B E=E,i+E, j+Ek
y D“‘Z - dS=dsi+ds, j+ds,k
y _ L ds, = dydz
Az dS, = dxdz
A o dS, = dxdy
'y il v
- Ay w5
LS
(Fig. 7.13

Para calcular Agy total atravessando esse cubo temos que somar o fluxo ¢. através

de cada face:
A¢. =A¢. (ABCD)+A¢. (ABC'D)+
A¢. (ABAB")+Ag.(DCDCY) +
A¢. (ADA'D") +Ag¢:(BCBC")

Se o cubo for suficientemente pequeno, podemos aproximar o vetor de E(x, y, z) na

face do cubo pelo valor de E(xc, Y., Z.), sendo (X.,Y.,z.) as coordenadas do centro da face
do cubo. Naturalmente, esperamos que quanto menor o cubo, melhor sera essa
aproximacéo, sendo E(X,y,z) =E(X.,Y.,z.) no limite em que AXAyAz — dxdydz .
Comecemos por calcular Ag.(AB'C'D") naface ABC D', que chamemos de
face_1, sendo(x,, y,,z,) as coordenadas do centro desst face. Da definicdo de fluxo:



Age(ABCD)=[  E-dS=E(Xy YeriZs)-AS

Ade (ABCD) =[E, (X, ¥, )i + E, (%, Y1, 2) | + E, (%, ¥, 2,)]- AxAyk
A¢E (A‘B\C\D\) = _Ez (X1’ Yis Zl)AXAy

Calculando o fluxo através da face oposta ABCD, teremos:
Ad. (ABCD) = E(X,, Y, Z, + Az) - AXAyk

Chamando a face ADA'D" de face- 2 e designando as coordenadas dessa face por
(X,,Y,,2,), teremos:
Ad. (ADAD") = E(x,, Y,,2,)- AxAz(-j) ou
¢ (ADAD) = —E (X,,Y,,2,)AXAz
e, para a face DCD'C", oposta a face-3, e designando de X, Y,, z, as coordenadas do seu
centro, teremos:
A¢.(DCDC) = E(X,, Y5, 2,)AyAZ(—i) ou
A¢. (DCDC") = —E, (X, Y5, Z3)AYAZ
e, para face oposta ABA'B’, teremos:
Ag. (ABABY) = E(xX, + AX, Y5, Z,)AZAYi  ou
A¢. (ABAB’) = E, (X, + AX, Y,, Z,) AyAz
O fluxo total (aproximado) sera, portanto:
Age (ABAB) 2[E, (X, y1, 2 +A2) — E, (%, Y1, 7)) JAXAY +
=[E, (%, Y, +AX,2,) —E, (X;, ¥, 2,)]AXAY +
=[E, (X% + AX, Y5, 25) — E, (X5, Y3, Z5)]AYAZ

Multiplicando e dividindo o 1° termo por Az, 0 2° termo por Ay e o 3° termo por
AX, teremos:

Ag, = B y1,21+AAZ)—EZ(x1.y1,Zl)] AXAYAZ +
VA
[Ey (X2! Y, +Ay1 Zz) B Ey(XZ’ Y2 Zz)]
Ay
[EX(X3 + AX’ y3’ 23) — Ex (XS’ y3’ Z3)]
AX

Tomando o limite de Ax, Ay e Az tendendo a zero e lembrando a definicéo de
derivada parcial, teremos:

AXAYAZ +

AXAYAz

oF
dg, = (B + v Eoyiuaydz | ou
oXx oy oz

depy =V - Edxdlydz

Supondo a existéncia de carga elétrica no interior do volume diferencial, devem ter:



do

p, ou dQ=p,dxdydz e portanto, pela lei de Gauss:

dxdydz -
dg. = RQ_7. Edxdydz = 2* dxdydz ou
& &y
T E A
£y

8_3 TEOREMA DA DIVERGENCIA

O teorema da divergéncia permite o calculo E através de uma integral de superficie
ou de volume. Da lei de Gauss na forma integral:

= dS—0- [~
[ﬂE-dS_Q_jg—odV

Substituindo 2% por V-E, temos:
&

gfuj_g’-d'éf:jﬁ-ﬁdv
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EX. 01: Dada uma distribuicéo linear, uniforme e infinita de cargas, calcule o
campo E:
a) usando a definicéo de campo E ;
b) usando a lei de Gauss

Solugéo: a)

E:kde(f_fz:dquLdL
‘r—r'

=p+z=pp+1k

-1

=Lk

=l

r-r =pp—(z-L)Xk

‘F—F" [p +(L- z)z]%

E:kJ.p dipp=(2=LIK] b razses de simetria, E, =0;
L 2 % g
[p +(L-2) ]
E=kp, [dL : LP 5 ou: . .
[p +(L-2) ] (-2 g +il-z)
— dL
E:kajp > 7 7

[p +(L=2) ]



Mudanca de coordenada:

L-z ?
——=cotga = dL=-pcosse ada

ol
2 2
Ez—kapI pzcossec azdf:% . como %zsena
[p +(L-2)] Vo +(L-2)

. ,0 3 2
E:—k—LpIsen acossec ada

Yol

3

— k k k
E=— prJ'Sana:— prIsenada:—pL’DCOSa

P " sena P P
E__P P (L-2) _ PP |+oo

dngy p | 2 2 Are, p L=
0 p +(L—Z) oo 0 |L—Z|

E= PP
27g,p

(resp. “a”)

equesep, >0, E aponta radialmente para fora. Se S1 e S séo as tampas da gaussianas e
S3 0 lado, assim pela lei de Gauss, temos:

JLE-d5=[ E-dS+[ E-dS+[ E-aS=2

o
As integrais em S; e S sdo nulos, pois E L dS entdo:
. . 0
[ E-dS=] E-dScoso _Q , ou
S3 S3 5‘0
ES = Q = EQreg,p)L = Q
& &
= L =E= L
L(27s,) p 27e, p
. _.-_ p.f, - 1718 1)
vetorialmente: E=—=— (resp. “b”)
ey o

EX. 02 Verifique o teorema da divergéncia considerando o paralelepipedo
. ~ 2
x=0;x=Ly=0;y=2;2=0;z=3 (ver figura abaixo) e o campo E=2yi+x j .

Solucéo: Az
B C




Pelo teorema da divergéncia, temos:
[ V-Edv=[] E-dS
\Y%
Para verificar esse teorema, devemos calcular os dois lados mostrados que s&o
iguais. Comecando com o lado esquerdo:

LVEdV = j”(%ix + a(;y + aaEZZ Ydxdydz

~ [ ] @y +0+0ydxaydz =[ o[ 2yay [ dz

1 2 2 3

- oy e [)-143
0 0 0

=12 (lado esquerdo)

Pario Iido direito:

ms E-dS= J.ABCD +J.A'B’C'D‘ +J‘ABAVB' +J.DCD’C’ +J.ADA'D‘ +J.BCB'C‘
Para a face ABCD:

jABCDE -dS = H(zyxﬂr X j)dxdyk =0

Igualmente, para as outras faces:
[  E-dS=0
ABCD

[ EdS=[[@yi+ X §)-(~j)dxdz = —jjj:xzdxdz

3

X 1 3
=5 | )@ )=
- - 301 2
J.DCD'C' E-ds :Io .[ox dxdz =1
- = 2 A 203
J‘ADA.D‘E-dS:J‘J.(ZyXI+X j)-ldydz:j0 IOZyxdydz , (x=2
=2-(2)-(3)
=12
Finalmente:

[ EdS=[[(yi+ X )-(S)dydz = [ [ 2yxdydz =0



pois x=0 na face BCBC .
Somando todas as faces:

@‘E’-dﬁ:lz

lado direito

Logo, [[jE~d§ = IVVEdV =12 , que é o significado do teorema.

ELETROMAGNETISMO

10% Aula : ENERGIA POTENCIAL ELETRICA, DIFERENCA DE POTENCIAL
ELETRICO E POTENCIAL ELETRICO.

11 1. Introducéo;

2 Energia Potencial Elétrica;

3 Diferenca de Potencial Elétrico;
11 4 Potencial Elétrico;

5 Apéndice.

11 1 Introducéo

Embora os conceitos de energia potencial, diferenca de potencial e potencial
elétricos estejam interligados, é importante fazer a distincdo entre eles. Também, é
importante notar que esses trés conceitos sO fardo sentido se o campo elétrico for
conservativo, que € o caso da eletrostatica. Por definicdo, um campo é conservativo se 0
trabalho realizado na sua presenca para mover um objeto de A até B ndo depender do
percurso que liga A a B. Equivalentemente, se 0 campo € conservativo, o trabalho realizado
em qualquer percurso fechado arbitrario é nulo. A prova dessa afirmativa é bastante
simples:

Se chf-dT: 0 paratodo C, entdo essa integral ndo depende do percurso. Prova

(ver figura A_11.1): -
1

mf-dfzj': F.di+[" F-dl=0 A
C1)

Bc,)

25 B

Cp

Invertendo o limite da segunda integral: (Fig. A_111)



B — — A — — B — — A — —
[ Fdl-[  F.dl=0.[ F-.dl=[" F-dl
A Bicz)
Igualmente, se o trabalho néo depender do percurso, entdo o campo é
conservativo. Para mostrar isso basta inverter a ordem da deducéo acima.

C1)

11 2 ENERGIA POTENCIAL ELETRICA

Facamos uma analogia com a energia potencial gravitacional. Quando levantamos
uma pedra, o trabalho que realizamos contra a forca gravitacional é armazenado no sistema
Terra + pedra sob a forma de energia potencial gravitacional: se soltarmos a pedra ela caird,
transformando sua energia potencial gravitacional em energia cinética. No caso de cargas
elétricas, quando realizamos um trabalho para mover qualquer carga de um ponto a outro
proximo de uma segunda carga, esse trabalho fica armazenado sob a forma de energia
potencial elétrica: se soltarmos uma das cargas, ela sera acelerada para longe ou para perto
da outra, dependendo do sinal de ambas.

Como o trabalho que realizamos para mover a carga € feito contra a forca elétrica,

seja para afastar ou para aproximar uma carga da outra, a menor forca externa Fext que
devemos exercer sobre a carga g para mové-la deve ser igual em modulo a forca de

Coulomb: Fex =—Fo =—qE. A energia potencial elétrica € definida como sendo o

(menor) trabalho W realizado por um agente externo (Fec) para mover uma carga de um
ponto A a outro ponto B. Matematicamente:

W, = Jf F t dl dl = dxi +dy j + dzk (cartesianas)
ou dl =dpp+ pdgé+dzk (cilindricas)
W, =—g J‘S F.dl dl =drr+rd@6 +rsenddgg  (esféricas)
i)
[W] = Joule (J)

Importante: na integral acima, q é a carga conduzida de A até B, e ndo a carga que
produz o campo E.

11 3 DIFERENCA DE POTENCIAL ELETRICO

A diferenca de potencial elétrico (DDP) é simplesmente o trabalho Wag por unidade
de carga g:

Joules
Coulombs

WA B

B—
:VAB :VB _VA:_IAE'dI [VAB]:



Note que se V, =V,, isto é se o percurso for fechado, mﬁ-dT:O. Essa € a

condicdo para que E seja conservativo e, em teoria de circuitos, é conhecida por lei de
Kirchoff.
Comparando W,, e V,; , poderiamos interpretar V,, como sendo o trabalho W,,

realizado por um agente externo para mover uma carga de 1 Coulomb desde A até B.
Repare, entretanto que, a unidade de V,; e Joule/Coulomb, sendo portanto, grandezas

diferentes.
11 _4 POTENCIAL ELETRICO

O potencial elétrico V(r) é simplesmente a DDP V, -V, tomada em um ponto tal

que Vg =0: Vv, =V. O ponto V, =0 é, em geral, pré-estabelecido ou especificado de
antemado. Matematicamente:

V=—LBE-d|

O limite inferior, denotado por O, é uma referéncia escolhida tal que V(O) é nulo.
Por exemplo, para uma carga puntual V(O) é nulo no infinito, ja para um plano infinito, O
deve ser escolhido como sendo a origem do sistema de coordenadas. Em medidas
experimentais, € usual estabelecer um potencial nulo no solo (Terra). Para que esse ponto
ndo fique confuso, talvez seja util recorrer a analogia com o potencial gravitacional. Para
uma pedra abandonada de uma certa altura, € mais conveniente escolher essa altura em
relagdo ao nivel com o qual a pedra ira se chocar (ver figura 11.1), embora o “zero”
pudesse ser escolhido de forma inteiramente arbitraria. Em outras palavras, o importante é a
diferenca de potencial elétrico entre os dois pontos quaisquer, e ndo o potencial. Por
exemplo,

se V :—J'AE-dT é 0 potencial no ponto A e V :—JBE-dTé o potencial no ponto B,
entdo V; —V, independe da referéncia O. Prova:
B— — (A— — 06— — B—
Ve —Va=—[ E-di+[ E-dl=—( E-dl+[ E-dl) ;

B C Cc
em gue usamos J.A f(x)dx+jB f(x)dx:'[A f(x)dx .

@

ki

l ————————— Referéncia W (2 =0 10 = mgh
o /////|// - I %fg - Qutra referéncai possivel F(C0 =10 .

(Fig. 11.1) W = mg(h+ LK)



Fig. 11.1: A referéncia O pode ser escolhida arbitrariamente. Note que considerando
mgh constante, a escolha de O no infinito leva a W infinito!

EX. 01: a) Calcule o potencial elétrico devido a uma carga Q puntual em um ponto
r, (escolher O no infinito); b) Calcule V, —V, entre dois pontos A e B quaisquer; c)

Calcule o trabalho necessario para mover uma carga ¢ de A paraB; c) V, , V-V, e W,
dependeram do caminho? Por que?

Solucgéo: i
a) Para uma carga puntual: A ‘-4
L
.- il >
— kQ(r-r
E :—?( — ) 3 o
‘r—r' »

¥
‘/ (Fig. 11.2)

Escolhendo r' =0 (carga na origem, simetria esférica):

E=k—?F:>V(rB)=—IrBE~dT
r

v :—IerQF' ,como L& Lg ,
_ IkaQ -2 [1=0 -
Vsz_Q (resp “a@”)
[
b) Fazendo B — A, temos:  V, = kr—Q
B

kO, 1 1 ”
Vg =V, = _Q (—-—) (resp“b”)
A

B rB

8B =V, =>W=q((V;-V,) ou

W= qu(l—l) (resp. “C”)

B A



d) Tanto V, quanto V, -V, e W,; so6 dependem da posicéo final r, e % —% :
B A

respectivamente. Portanto, ndo dependem do percurso que leva a esses pontos. Note, ainda,
que se r, =, (percurso fechado), [f|E-dT =W,, =V,, =0 .

ELETROMAGNETISMO

112 Aula: CAMPOS CONSERVATIVOS: O CAMPO COMO O GRADIENTE DO
POTENCIAL

10 1 F:lotencial De Vérias Cargas e De Distribuicdo Continua De Cargas;
10_2 E Como Gradiente De V (r).

Introducgéo

Vimos na aula anterior que um campo é conservativo se o trabalho realizado na sua
presenca para mover um objeto de A até B ndo depender do percurso que liga A a B.



Equivalentemente, se 0 campo é conservativo, o trabalho realizado em qualquer percurso
fechado arbitrario é nulo. A prova dessa afirmativa é bastante simples:

Se chf~df=0 para todo C, entdo essa integral ndo depende do percurso. Prova
(ver figura A_11.1):

™
JLF-di=] F.di+| F.di=0 A
Acy) Bco)

25 B
Invertendo o limite d da integral: ©

nvertendo o limite da segunda integral: (Fig. A_11.1)

B - A — B — — A

[ Fdl-[  F.-dl=0.[ F-dl=[ F-dl

Acy) Bicz) Acp) Bica)
Igualmente, se o trabalho ndo depender do percurso, entdo o campo é

conservativo. Para mostrar isso basta inverter a ordem da deducéo acima.

10_1 POTENCIAL DE VARIAS CARGAS E DE DISTRIBUICAO CONTINUA
DE CARGAS

Vimos, também na aula anterior, que o potencial V(r) em um ponto r(X,y,z)
qualquer em relacdo a uma referéncia O tal que V(O) =0 é dado por

V(r):—jorE-dT (1)

. . k .
Para uma carga puntual, vimos também que V(r):& , para uma carga na origem
r

(r =0) . Para o caso da carga que gera o potencial ndo estar na origem (ver figura 10.1),
teremos :

V(r)=_k—Q_ FY . |r—r"|
‘r—r" z

¥
A/ (Fig. 10.1)

A

Como o potencial é um campo escalar, o potencial resultante em r devido a varias
cargas puntuais é a soma:

V() =V V() £V ()= V() o



V(r): le + kQZ

‘r—rl ‘r—rz

Nk
N

i=1 r—r"

r-r,

e, para uma distribuicdo continua de cargas:
dQ
V() =k[—= )
-
sendo dQ = p,dL , ou dQ = pdS , ou dQ = p dv, conforme o caso. Note que em geral a

rx
densidade depende de cada ponto r'(x,y,7),istoé r,=r (r) ; x=L,S,v .

u
10_2 E COMO O GRADIENTE DE V(r).

De acordo com a Eq.(1),

r

U r
V(r)=- ¢ Exdl

, 0 que impHCﬁ_dbE ><dll :

Para verificar essa ultima equacdo, basta integra-la de O até r e compara-la com a
primeira. Dessa Ultima equacéo:

av =- (E¥+ E S+ ER)xad+ ay§+ dzR)  ou
dVv = - (E,dx+ E dy+ E,dz)

©)
Lembrando do célculo que a diferencial de uma fungéo V(x,y,z) é dada por
dv = ™ dx + v dy+ﬂ dz 4)
1 Ty 1z
igualando (3) e (4), temos, E, = - ™ , B, =- ﬂ; E,=- v , €, portanto:
Ix Ty 9z
u u
= - ﬂ - —? ﬂV ou E= ﬂV$+ ﬂv§+ ﬁ) ou, ainda:
Ix
Nota: N» = v W= L1V Ve ﬂﬁ (cilindricas)

qr rqf

N = ﬂV$+1ﬂvﬁ+ ! v ﬁ(esferlcas)
qr r9q rsenqg g f



EX. 01: Na figura abaixo (fig 10.2) encontre a) o potencial devido a uma
distribuicdo uniforme anelar de cargas positivas em um ponto P situado ao longo do eixo

do anel cujo raio vale R. b) calcule E usando a expressdo do potencial calculado no item
anterior.

Solucgéo:

d f 3
a) V(r)= ké‘-r—Qr—‘
r-r

r
dQ=r (r)dL=rdL
| r ror 2 2 h
r=8 : r=rf ‘r- r":(z +r)2\
dL= rdf = Rdf (Fig. 10.1)
. Rdf _ r. 2p

V(n=kgyr, T -

(R+2) 4pe,(R +2)

V(= &R - oo V()= Q %
4pe,(R +2) R +z)

r.R

V(r)= (resp. “@”)

2 2 7

2e,(R +2z)

u u
b) Como E=- N»/ , basta derivar em relacdo a z, que é a Unica variavel
aparecendo em V, isto € V=(z). Isto pode ser feito em coordenadas cilindricas ou
cartesianas:

E--nwv—- Vs, Vg, 1V

Ir 9If 9z
vy 1 r.R _ Ry 2 2%
E_'ﬂz 2%§_ ZEO‘HZ(R +z2) R ou

2
2e,(R +2)



3

ur 2 277
E=- "R LR + 7)ok
4e, 2
U rR 1
E= -t resp. “b”
dey, 2 2% (resp. ")
(R+z)

r:
EX. 02: O potencial de uma carga puntual localizada na origem (r = 0) em um

ponto P qualquer localizado a uma distancia r da origem é V (r) = ! 2 Encontre E(r)

oI

Solucéo:

ComoIL(IrV = ﬂ$+ lﬂ§+ Lﬂ? , entéo
qr r 9q rseng g f
E- nv-.- Ve 1.1 Qg
qr qr 4pe, r

E: Q $ (resp.)

2

4pe,r

rv
EX. 03: Refaca o exercicio anterior para (r ' 0).
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122 Aula : DENSIDADE DE ENERGIA NO CAMPO ELETROSTATICO
12 1. Energia Potencial de N Cargas Elétricas Puntuais;
12 2 Energia de Uma Distribuicdo Continua de Carga Elétrica;
12 3 Energia Armazenada No Campo Elétrico;
12 5 Exercicio.

12_1 ENERGIA POTENCIAL DE N CARGAS ELETRICAS PUNTUAIS

Na aula anterior vimos que a energia potencial elétrica de uma carga na presenca de

um campo E é o trabalho realizado (por uma forca externa) para mover essa carga de um
ponto a outro. Em termos de potencial V(r,)=V, no ponto A, o trabalho Wa realizado

para mover uma carga ¢ desde O é
W, - qJ':E -dl ou, simplesmente, W, =qV,

em que V(r,)=V,=0,e V,=V(r,) €o potencial noponto r, =(X,,Y,, 2z,). Parauma
k
carga puntual, V, = kQ .
r-A
Para encontrar a energia potencial de uma configuracdo de cargas situadas numa
regido qualquer, devemos calcular o trabalho realizado para mover cada uma da cargas
elétricas desde o infinito até a posicdo ocupada na configuracdo. O trabalho total é a
somatoria do trabalho gasto para posicionar cada carga. Para cargas puntuais em que V é
nulo no infinito, comeg¢amos calculando o trabalho para proporcionar a primeira carga Qs ,
que é:
W, =qV =0,
pois V =0, uma vez que ndo ha cargas gerando V. Para posicionar uma carga (2 em r2
préxima de g: (onde agora existe o potencial devido a 1), o trabalho W- gasto é (ver figura
12.1):

k
Wz =0, (%) = q2V2,1

12

em que V,, significa o potencial em r, devido a carga q. . Para trazer um terceira carga s
do infinito e coloca-la emr, proximo de g, e gz, o trabalho Ws sera:

Ws = q3V3,1 + qsvs,z
em queV,, indica o potencial em r, devido a g, e V,, indica o potencial em r, devido a

carga q,. Em geral, Vij indicara o potencial em I; devido a cargaqj . O trabalho W, para

trazer uma carga g, do infinito e coloca-laem I, préximade q,,q,,q;, sera:



W4 = Q4V4,1 + q4V4,2 + q4V4,3

E facil obter a expressdo para o trabalho gasto para se trazer outras cargas do
infinito. A energia potencial sera o trabalho total:

W =W +W +W +W +... ou
W =0Q,Vp1 +03Vay +0Va, + 0V, + 0V, 0V + o )

Essa Ultima expressdo, que muitas vezes € mais pratica de se usar para cargas
puntuais, pode ser reescrita observando que q.V;, =q,V,, (ver figura 12.2):

Desse modo, podemos escrever o trabalho total como:
W = q1V1,2 + q1V1,3 + qzvz,s + Q1V1,4 + QZV2,4 + Q3V3,4 +e (I I)
Somando (1) e (1), temos:

2W =q,[V,, +V 3 +V, +..]+
U[Voy +Vo5+V,, . ]+
qs[vs,l +Vy, +V,, + B

Note que V,,+V,;+V,,+..=V(r) =V, é o potencial resultante em r,, onde se
localiza q,, devido as demais cargas; V,, +V,,+V,, +..=V(r,) =V, € o potencial em r,
onde localiza gz devido as demais cargas, idem para V,;V,; etc. Entdo:

1
W =E(q1V1+q2V2 +0,V; +..) ou
1q
W=>2avm)
i=1

Portanto, para se calcular a energia potencial elétrica de N cargas puntuais podemos
usar qualquer uma das equacdes 1,11 e 111, acima.



12_2 ENERGIA DE UMA DISTRIBUICAO CONTINUA DE CARGA ELETRICA

A generalizacdo para o caso de distribuicbes continuas de carga pode ser feita
imediatamente a partir da eq. 11, fazendo N — co:

W =%;Aqu(|’i) Y =%jqu(r) (1V)

Em que, na equacdo 1V, a integral € feita em toda a regido onde houver cargas.
12_3 ENERGIA ARMAZENADA NO CAMPO ELETRICO
A partir da eq. (IV), podemos obter uma expressao relacionando a energia potencial

com o campo elétrico produzido pela distribuicdo de cargas. Para fazer isso, suponhamos
uma distribui¢do volumétrica de cargas em que dq = p,dv

1
w=> j p.Vdv (5)

W = EI@VC‘V
27 &

Nessa (ltima equag&o usamos V- E = p% . Usando a identidade
0

V-(EV)=(V-E +E-(W) (note a semelhanca com a regra do produto para derivadas)

podemos escrever a Eq.(5) como

1= = 1= =
W=—| V- (EV)dv-— | E-Wadv 6
2 [V-Ev) 2 [ (6)

Usando o teorema de divergénciae E =—W , a Eq.(6) fica:

1 ¢ = = 1 ==
W=—|(EV)-dS+—| E-Edv 7
280 J-S( ) 26-0 -[v ( )
sendo S a superficie que limita o volume v.

Essa ultima expressdo pode ser simplificada se fizermos o volume tender para o
infinito. De fato, como a superficie S que limita o volume v é arbitraria, porque nao
escolhé-la como sendo infinitamente grande? Fazendo entdo o volume v, e
conseqiientemente a superficie S tender a infinito, o integrando da primeira integral se
anula, pois:



EVS o« =112 - limEVS =0
rer r—o

e, portanto, a expressdo final para a energia armazenada numa distribuicdo continua de
cargas é

W= ij B dv (8)

25, * em todo o espago

Note que enquanto a integral na Eq.(5) é feita na regido onde houver cargas, a
integral na Eq.(8) deve ser feita em toda a regido onde houver campo.

EX. 01: Calcule a energia eletrostatica de uma esfera de raio R uniformemente
carregada de carga com carga Q .

Solucdo: O potencial na superficie da esfera ¢, usando a Eq.(1V):

V(R) :% e, portanto, de W :%IdQV(r)

woljKenss 9, 4 K0
2 2R~ 87¢,R

Outro caminho - usando a Eq.(8):

- j( )Zrzsenedrd0d¢—kQ [ drj sengdd | dg

0

— 1 < —
W = e 25 ()()j

Q 2
87g,R
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132 Aula : CORRENTE ELETRICA, DENSIDADE DE CORRENTE ELETRICA,
LEI DE OMH E RESISTENCIA ELETRICA.

13 1 Corrente e Densidade de Corrente;

13 2 A Equacdo da Continuidade de corrente;

13 3 Lei de Ohm na Forma Vetorial;

13 4 Resisténcia de Um Condutor e Lei de Ohm.

13 1 CORRENTE E DENSIDADE DE CORRENTE ELETRICA

A corrente € definida como sendo a taxa de variagao das cargas livres (positivas):
dQ

| =— Eqg.13 1
ot (Eq.13_1)

Jé a densidade de cargas (J) é definida como sendo a corrente | pela area A de

secdo transversal de um condutor (figura 13.1):
I

—i-

1= o | =JA (Eq.13_2) (i ( ds
A , j

[Fig. 13.1) :f!.ff.rdé;

A correntel em geral é definida como sendo um escalar , ja a densidade J é
definida como sendo um vetor cujo sentido coincide com o sentido de movimentagdo da

corrente. No caso mais geral em que J edS ndo coincidem (ver figura 13.2), a corrente | é
obtida como o fluxo ¢, do vetorJ :

" a5

o | 7
| :LJ .dS (Eg. 13_3) !

(Fig. 13.2)



O vetor Jesta relacionado & velocidade v dos portadores de carga. Considere, por
exemplo, a Figura 13.3, abaixo, na qual um volume elementar se movimenta ao longo do
eixoy:

d dxdydz
i |=—Q=p —yszdXdZ.’.
A g I dt "V dt v
] B>
“ay | = ,OVVdey dS, = éarea perpendicular az
-
I .
‘}{/‘ Fo133 7 Logo: Ep\,vy ou J=p,v, ou,ainda,
comov é um vetor: J=p,v (Eq.13 4)

13 2 A EQUACAO DA CONTINUIDADE DA CORRENTE

A equacdo da continuidade de corrente expressa matematicamente a conservacgédo da
carga elétrica num ponto. Suponha, por exemplo, um volume qualquer do qual uma certa
carga esta fluindo (Fig.13.4). Entdo Q deve diminuir, isto é:

__d4Q
=== (Ea.135)

O sinal negativo indica apenas que AQ <0. Da equacéo
(13-3), temos:

— dQ ~ _ [Fig. 13.4]
| :/j'js\] -dS:—E, ou, como, Q = p,dv:

f13-a5=—gl,p=f S0 @129

Note gque S é a superficie que limita o volume V . Pelo teorema da divergéncia -

4].75 J.dS = I\i -Jdv, - a equacdo (13-6) pode ser escrita como:

- 9
[ V-av=] (- g[")dv (Eq. 13_7)
e portanto: V-J :—% (Eq. 13_8),

que é a equacdo da continuidade. Ela indica que a corrente que flui para fora de um certo
volume € igual ao decréscimo da carga em cada ponto dentro desse volume.



13_3 LEI DE OHM NA FORMA VETORIAL

Em um material condutor, a forca elétrica sobre uma carga Q é dada por:
F=QE (Eq.13.9)

Além disso, a velocidade adquirida pela carga € diretamente proporcional ao campo
elétrico, isto é:

v=uE (Eq 13 10)
em que H, a constante de proporcionalidade, é a mobilidade do elétron em um dado
material. Como J = p,V (veja equacéo 13-4), entéo:

J=py,E ou (o=pyu,)

JS=ck (Eq. 13_11)

que é a Lei de Ohm na forma vetorial (ou puntual). A constante o é a condutividade do

. . 1
material. Para condutores tipicos (cobre, prata, ouro, etc.) ¢//10'Q™" /' m (—j
ohm-metro

13_4 RESISTENCIA ELETRICA E LEI DE OHM

Para um condutor qualquer, valem as equacdes:

A
A_, —_
Vg :—.[B E-dl (Eq.13_12) \_t i, (:%»}

~ +— ) —r
| = L J-dS (Eq. 13_13) Fia 135

A resisténcia R de um material € definida como sendo a razéo entreV,; e | :

Para o caso de um condutor cilindrico de secdo transversal S (ver figura 13.5), se E
é uniforme:

V=Rl
h:E—I:L:R , [R]=ohm=Q ,ou A8 (Eq. 13_15)
Il JS oS




e, nesse caso, a Eq. 13_15 é chamada de lei de Ohm. Note que a relacdo V,; = Rl é vélida
sempre, sendo V,, e | determinados nas equacgbes (Eq. 13_12) e (Eq. 13_13). Note,

também, que a lei de Ohm € um caso particular em que R obedece a uma relagéo linear
entre V,; el (ver figuras 13.6a e 13.6b):

Vi Vs z
R
I . !
(Fig 13.64) (Fig. 13.6b]
Vg x | (resistor 6hmico) Vs x| (resistor ndo-6hmico)
ELETROMAGNETISMO

142 Aula : CONDUTORES
14 1 Propriedade dos Condutores:

14-1-1 A Carga elétrica € nula no interior de condutores - A equacdo da
continuidade de corrente elétrica;
14 1-2 O Campo Elétrico € nulo no Interior de um Condutor;
14 1-3 As cargas elétricas se situam na Superficie do condutor;
14 1-4 O campo elétrico é perpendicular a superficie do condutor;
14 1-5. O condutor é um equipotencial.

14 1 PROPRIEDADE DOS CONDUTORES

Um condutor é, por definicdo, um material no qual um ou mais elétrons de cada
atomo (condutor metalico) é livre para se mover através desse material. Em condutores
liquidos, tal como a agua salgada, sdo os ions que se movem. As seguintes propriedades
eletrostaticas se verificam para um condutor tipico: i) a carga elétrica no seu interior é nula;
i) o campo elétrico no seu interior € nulo; iii) em um condutor carregado, a carga elétrica
se localiza na superficie; iv) o campo elétrico é sempre perpendicular a superficie do
condutor; vi) um condutor é um equipotencial, isto €, dois pontos quaisquer estdo sempre a
um mesmo potencial.



14 2 A EQUACAO DA CONTINUIDADE PARA CONDUTORES

Quando afirmamos que E =0 dentro do condutor estamos nos referindo a situacdes

estaticas, pois é claro que ao colocarmos um condutor na presenca de um campo Eex as
cargas “livres” em seu interior migrardo para a superficie, dando origem a uma corrente
elétrica interna. Mostraremos agora que em condutores tipicos essa corrente existird em um
tempo tdo rapido que dificilmente sera acessivel experimentalmente, podendo, para efeitos
praticos, ser ignorada. Em outras palavras, ao colocarmos um condutor em um campo
elétrico, as cargas “instantancamente” irdo para a superficie. Para mostrar isso, vamos
resolver a equacdo da continuidade em termos da densidade volumétrica p, :

6’-3+a%=0 (Eq. 14.1)

Usando a lei de Ohm J = E e a lei de Gauss V- E = 2~ temos:
&y

a(VE)Jraﬂ:O ou By __ , e, portanto:
ot ot &
ot 2plt)

p()=p,(0) © (Eq.142) 2y(0)

O grafico da Eq.(14-2) estd mostrado na Fig. 14-2.
Para exemplificar, vamos calcular quanto tempo leva até que 99
no interior do condutor migrem para a superficie. Da Eq.(14-2):

Grafico Py (£ % £

ot (Fig. 14.2)
At e
p,(0) o
In A () =—Ztlne.'.t:ilnM
/OV(O) &y o /OV(O)

Para condutores tipicos, ¢//10'Q "/ m; além disso, &,//10™*F / m. Substituindo esses
99,99 ou [t/710%s

valores obtemos t /7107 x10™* xIn

gue é um tempo muito pequeno para ser medido experimentalmente, podendo ser
considerando nulo para efeitos praticos.

14 3 Campo elétrico dentro dos Condutores
Quando um condutor é colocado em um campo elétrico, as cargas livres dentro do

condutor migram para a superficie, provocando uma polarizacdo. Na situacédo de equilibrio
eletrostatico, que ocorre quase instantaneamente como vimos acima, 0 campo elétrico



externo Eex é cancelado pelo campo resultante da polarizacdo dentro do condutor (ver
figura 14.1).

- - = = -_— 1 =
! +' = ++ + | Condutor na %‘i “Fa =0 %m 1 Ee  Condutor na B
+ _ - | auséncia do = ) : presenca do campo E :
Em=0  campo E . Eor# 0 Er =Eex +Ein =0
Fig. 14.1a] [Fig. 14.1b]

E admiravel que o cancelamento do campo dentro do condutor se dé por completo, o que se
verifica facilmente em laboratorio. Uma importante aplicacdo dessa propriedade é a gaiola
de Faraday, cujo principio pode ser facilmente demonstrado por um experimento simples,
utilizando os seguintes materiais: uma pequena peneira metalica, fragmentos de papel, um
pente e um pedaco de borracha cuja superficie seja maior do que a peneira. Coloque 0s
pedacos de papel sobre a borracha e esfregue o pente nos seus cabelos. Verifique que ao
aproximar o pente dos pedacos de papel estes sdo atraidos pelo pente. Use a peneira
metalica para cobrir os pequenos pedacos de papel, e verifique que agora os fragmentos
deixam de ser atraidos pelo pentes.

14 4 Cargas na Superficie.

As cargas “livres” em um condutor se localizam, por assim dizer, no unico lugar
que poderiam estar: na superficie. Essa é uma conseqiéncia direta do que foi discutido nas
secOes 14-2 e 14-3.

14 5 Campo na Superficie

OEet é perpendicular & superficie do condutor (se houver uma componente
tangencial, as cargas se movimentariam pela superficie gerando uma corrente superficial, o
que ndo se verifica - ver figura 14.2). Portanto, a situacdo de equilibrio exige que

0 Eex Seja perpendicular a superficie.

(Fig. 14.2]



14 5 Um condutor é um equipotencial (figura 14.3), pois

B

(Fig. 14.3)

a) Na superficie: V, -V, = —j:E .dl=0 ,umavez que E Ldl .

b) No interior: V, -V, = —j:E .dl=0, uma vez que E =0.

Conseqgiientemente, em um condutor Va =Vg .

ELETROMAGNETISMO
152 Aula : DIELETRICOS

15 1 Dielétricos e o Vetor P ;
15 2 Lei de Gauss para Dielétricos;
15 3 Dielétricos Perfeitos.

15 1 DIELETRICOSE O VETOR P

Um dielétrico (ou isolante) €, por definicdo, um material no qual ndo ha cargas
livres em seu interior. Ao contrario do condutor, portanto, em um dielétrico as cargas estéo
fortemente ligadas, de modo que um campo elétrico externo provocara, no maximo, uma
separacao das cargas positivas e negativas (ver figura 15.1a-c).



Urmna molécula apolar, Hae = 0
[Fig. 15.1a)

Uma malécula apolar, B = 0
[Fig. 152.1¢]

tx)
:l

Em % [1: formagdo de dipolo elético
[Fio.15.1b]

g1l

—

F

Representacdo do borgue
ho dipalio m':'l':'cu"f"{Em = [:l) ]

(Fig. 15.1d)

Observe que o efeito final da aplicacdo de um campo externo em um dielétrico é a

formacdo e alinhamento de dipolos elementares: quanto maior Eext, maior a quantidade

AN de dipolos elementares formados e/ou alinhados ao campo E ext . Macroscopicamente,
observa-se uma polarizacdo do dielétrico (ver figura 15.2).

LSS e B
=+ =+ = +|+
=+ =1 = i
STEYTE I ¥
E=E, ;
A »f (Fig. 15.2]
a) “Vista” macroscopica

esquematica de um dielétrico na

presenca de Eext polarizado.

b) Uma forma equivalente de
representar um dielétrico

polarizado: BR=QH (a € o
vetorque liga —Q a +Q).

i
<7
s
s =
z -
- +
o —d },.-.
- H
—
o
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Para medir o efeito do campo externo sobre o dielétrico define-se o vetor

polarizacdo P , cujo modulo é igual a quantidade de dipolos elétricos produzidos por
volume do material :

—_— N .
P = ZA'O—V (Eq 15_1)

em que P; =Q,dié o i-ésimo momento de dipolo molecular produzido na molécula, polar
ou apolar. Em um material dielétrico qualquer, teremos, pois (ver figura 15.2):

AN  NQ.d A . _
P DTl B Q=NQ aussa, P=ps (152

Isto é, 0 modulo de P é igual a densidade superficial de cargas de polarizacéo.
Para uma densidade variavel de cargas de polarizacéo, Q, =L psdS =IPdS ou, em geral

(ver Fig. 15.3):

Qﬂjzjsﬁ-d§ e, portanto  p, =P-n (Eq. 14_3)

z
Tz 45 = ndS !éi%
:H:l

X
y ¥

no geral @ =T 2 [Fig. 15.4]
(Fig 15.3] e = s

Par o caso de uma polarizagdo néo uniforme, isto é, g, = g,p(X,Y,2), haverd uma
acumulacdo de cargas dentro do dielétrico (ver figura 14.4), sendo a carga(Q, ) dentro do
material numericamente igual a carga na superficie:

Qi =—Qps ,ou, da Eq.(14-3),

Lpspdu =-|,P-dS  (Eq15_4)

pelo teorema da divergéncia:

Lpspdu :—jﬁ-ﬁdu V-P=—p, (Eq. 15_5)
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15_2 LEI DE GAUSS PARA DIELETRICOS

AIeideGausséjSE-d§:% ou V.E=HA1 (Eq. 15_6)
&y &y

em que Q ((p,)) diz respeito a carga (densidade de carga) total dentro da gaussiana.
Suponha que a carga (densidade de cargas) total seja a soma:

Q=%+t =pp+ta (Eq.15.7)

P Qe = cargas ligadas, formadas por polarizacgéo;

Py 3 Q = cargas “livres” ou excesso de cargas, que ¢ a carga susceptivel de medicao.
Substituindo a Eq. (15_7) na Eq.( 15_6), temos:
S E_AetA

o
Substituindo (Eg. 15.5) em (Eqg. 15_8), temos:

V(gOE)N'.ﬁ:pV ou
V(gOEJrﬁ):pV ou, ainda,
V-D=p, (Eq. 15.9)
D=¢,E+P (Eg. 15_10)

A Equacdo (9) é a lei de Gauss na presenca de dielétrico, e a Equacdo (10) é
chamada de relagdo constitutiva. Para materiais ditos lineares, o vetor P e 0 campoE s&o
proporcionais, isto é:

a2 Bavl!

o« E (materiais lineares), ou
= &,x E (Eq. 15_11)

e

em que a constante de proporcionalidade k = g,x, foi assim escolhida por conveniéncia.
Substituindo a Eg. (15.11) na Eq.(15_10):

D=50E+50X8E=50(1+ X, )E ou B=80E (Eq. 15_12)

em que
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X 6a susceptibilidade elétrica do meio;

e=¢g,(1+x,) éapermissividade elétrica do meio;

&
gr=1+X,=—
&

do meio.

Para alguns materiais (veja a tabela 15_1 abaixo),¢, ndo difere essencialmente

de ¢, em ordem de grandeza.

é a permissividade elétrica relativa ou simplesmente constante dielétrica

Material Ex Material Ex
Vacuo 1,00000 Benzeno 2,28
Hélio 1,000065 Diamante 57
Hidrogénio 1,00025 Sal 5,9
Ar seco 1,00054 Silicone 11,8
Nitrogénio 1,00055 Metanol 33,0
Vapor d’adgua 1,00587 Agua 80,1

Tabela 1: &, obtido alatm ea 20°C.
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ELETROMAGNETISMO
162 Aula : EXERCICIOS RESOLVIDOS

16 _1 Lei de Gauss para Dielétricos (revisdo);
16_2 Exercicios Resolvidos.

16_1 Lei de Gauss para Dielétricos (revisao);

Vimos na Gltima aula que a lei de Gauss na presenca de dielétrico se escreve como:

fiD-ds=Q ou V-D=p, (Eq.16_1)
sendo Q o excesso de cargas e p, a densidade cargas, e
D=¢gE+P (Eq. 16_2)

em queD é o vetor deslocamento elétrico e P é o vetor polarizacdo (momento de
dipolo/volume).
Para alguns materiais, chamados de dielétricos perfeitos, existe uma relagdo linear

entreEeP:

PxE ou P=¢,xE (Eq. 16_3)
em queg,x, € a constante de proporcionalidade, escolhida assim por conveniéncia.
Substituindo a Eq. (16_3) na Eq. (16_2), temos:

D=¢,E+¢XE=¢,(1+x)E=¢E (Eq. 16_4)
sendo:
X, = susceptibilidade elétrica do meio
£ = permissividade elétrica do meio
&g = £ (1+ x,) = permissividade elétrica relatividade ou constante dielétrica
&
do meio. Note que para os dielétricos perfeitos da Eq. (16-4) resulta:
D, =¢E,

X x ! y y ?
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EX. 01: Uma esfera condutora de raio R esta carregado com cargaQ. Envolve-se
essa esfera com um isolante também esférico deR, > R, e permissividade £ .Esboce o
grafico de D,E e P em funcdo da distancia r.

Solucéo:
i) dentro do condutor, E =0, e portanto, das Eqgs.(16-3-4)
D=0 e P=0.
ii)para R <r<R,, ﬂ
Ulﬁd§:Q:>D: QZ; ‘
4rr
-D__Q |: |P=gxE= goXOQZ [Fig. 16.1]
& &lnr chrr
iii) parar > R,:
D.ds Q
D-dS=Q=|D= e
[ﬁs ° Arr?
D
E=—= : z|
& el
0 & D O AE Py

£ Rg & £ :

. (Fig 16.2_b]
(Fig 16.2_a] (Fig 16.2_c]

RIGIDEZ DIELETRICA

A rigidez dielétrica €, por definicdo, o maior valor do campo elétrico que os dipolos
elétricos de um material podem suportar sem se romper, isto €, sem liberar elétrons. A
partir desse maior valor, o dielétrico passa a ser condutor. Note, entretanto, que estamos nos
referindo ao campo elétrico criado dentro do dielétrico, que surge devido a polarizagdo do
material. Para o caso do ar, especificamente, o valor da rigidez dielétrica é da ordem de 3,0
x 10% V/m. A partir desse valor, o ar passa a ser condutor, ocorrendo o chamado efeito
corona, em que algumas centelhas sdo facilmente vistas devido a descarga elétrica.
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Ex.2.: Um gerador de van de Graff consiste em uma esfera metalica de raio R sendo
eletricamente carregada de forma continua. Calcule o valor da tensdo que a esfera do
gerador pode suportar sem atingir o efeito corona. Suponha R =20 cm.
Resposta:

O potencial elétrico e o campo elétrico na superficie de uma esfera condutora séo,

respectivamente, V = k% e E=K % . Portanto, o maior valor do campo elétrico ocorre
para menores valores de R. Como a rigidez dielétrica do ar é 3,0 x 10° V/m Para R = 1m,
KQ_kQ1

temos 3x10° = TR R =% e, portanto, V =3x10° volts.

Ex.2: Encontre o valor da polarizacdo no interior de uma amostra em que o vetor
deslocamento elétrico D vale 2,0 pC/m?,
R:

Ex.3: Sabendo que uma amostra tem 102 moléculas/m?, e que ao aplicar um campo
elétrico externo de 10* volts cada uma das moléculas produz um momento de dipolo igual
a3,0x 10%* C.m, calcule a polarizagio.
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ELETROMAGNETISMO

172 Aula: CAPACITORES.
17_1 Capacitores e Capacitancia
17-2 Associacao de Capacitores;
17_2 Energia no Capacitor.

17 1 Capacitores e Capacitancia
Um capacitor ¢ um dispositivo formado por dois condutores* cuja cargas
superficiais sdo colocadas préximas uma das outras, e sdo muito Uteis como armazenadores

de energia eletrostatica. Os tipos mais comuns de capacitores sdo as de placas paralelas
(Figura 16.3_a), o capacitor cilindrico (Figura 16.3_b), o capacitor esférico (Figura 16.3_c).

: 4@

7)
N, )
(Fig. 16.3_al

(Fig. 16.3_b) (Fig. 16.3_c]

* Uma esfera isolada armazena energia ao redor e pode ser imaginada como um capacitor em que uma placa é
0 condutor de raio R e outra placa se situa no infinito.
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A capacitancia é definida como sendo a razéo entre a carga Q positiva de um
capacitor carregado e a diferenca Vag (em valor absoluto) entre as duas placas do capacitor.
E interessante notar que, como Vag proporcional a Q, a capacitancia, definida como

c=Q . [cy=loulomb _ o raday (Eq. 16_5)

v o Volt T
é independente de Q e V, sendo uma constante que depende apenas do formato (geometria)

do capacitor.

EX.01 Calcule a capacitancia de uma capacitor de placas delcm? de area separada por uma
distancia d=1cm. A constante dielétrica do meio entre as placas ¢ s, =5:

D-dS
Solugdo: C= \% = Jj— (Eqg. 16.5)

[ Edl

Escolhendo a gaussiana que comece dentro de uma das

placas condutoras e toque um ponto entre as placas (Fig. 16.4), [ d—
teremos: @
Jjﬁ-d§:Q:>D:% ,como D=¢E , (Fig. 16.4]
_Q _
E= = Q=¢ES (Eqg. 16_6)
&S
--['E-di=Ed . V=Ed (Eq16_7)

Substituindo (Eqg. 16 6) e (Eg. 16 _7) em (Eg. 16 _5):

C= ¢ES —=|C _e Dos dados do problema: & =% _5; s=lem?, d=Icm:

Ed d &

5-8,85-107*(1-107 )" i}
C= 102 .. C=4,42.10"F, ou

17_1 Associacéo de Capacitores

As capacitores podem ser dispostos em série ou em paralelo (figura 17.1):
T td —g)
—] |—| E —
'_
ta, T4
(Fig. 17.1_a) (7
(Fig. 17.1_k)
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Numa associagdo em serie de capacitores (Fig.17.1a), atenséo entre os pontos AB é

V =V, +V, e as cargas em cada capacitor séo iguais. Como C, = G4 , C,= % o

Vl V2
Cy = (\]/—R entdo, dividindo V =V, +V, pela carga g e usando a defini¢do de capacitancia,

teremos:

v , logo: i:i+i (Eq. 17_1)

q C: C G,

VoV,
— =4
qg q

No caso de associagdo em paralelo (Fig.17.1b), a carga total ¢ q=gq,+qQ, eas

tensdes em cada capacitor sdo iguais. Assim, 9%, %

VvV V V
0172

EX. 01: Encontre a capacitancia equivalente do circuito abaixo:

ou

Solucéo:

CE
_E ] G
] —
CE

1. 1.1 CR=C1+% resp.
@ C, C, G, .

17_2 Energia no Capacitor

Quando uma diferenca de potencial V é aplicada a um capacitor, a energia nele
armazenada ocorre pela transferéncia de cargas de uma placa para outra. Como vimos,

w =V ou W =qV . Se uma cargadq infinitesimal for transferida pela tensdoV , entdo uma
q

energiadW infinitesimal terd sido transferida ao capacitor. Matematicamente:

dwW =Vdg (Eq.17_3)
comog=CV =dgq=CdV (C =constante), e dW =CVvdV (Eq. 17_4)
integrando a Eq. (17_4) desdeW, =0 até W e desde V, =0 até V , teremos
Ccv?
2

W = (Eq. 17_5)
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ou, substituindoV = % :

q
W = Eq.17 6
2C (Eg. 17_6)

EX. 02: Mostre usando o0s conceitos acima, que a densidade de energia eletrostatica em um
capacitor de placas planas paralelas de area S e separadas de uma distancia d é

dw 1
éu=— ==¢gF?.
/u| dU 2 0

Solugéo: ComoV =Ed e wo=Ad, sendo v o volume do capacitor, A a area de

cada placa, e d a distancia entre elas, entdo a densidade de energia sera:
2 2 2
W _CV:_[eK)V :f\/_zszz (Resp.)
d J2Ad 2d*> 2

v 2Ad

EX. 03: Um capacitor de placas planas paralelas de area S € preenchido com dois
dielétricos, como mostra a figura abaixo. Encontre a capacitancia equivalente.

Solucgéo:

J_C
: » = |
—‘72

| (Fig. 17.4)
(Fig. 17.3)

Podemos pensar nesse sistema como uma associagdo em série, como sugere a figura
17.4. Portanto:
1 1 1 &S £,S
CR Cl CZ dl d2

1_4.,94 17d d
Ck &S &S Slg g

EX. 02: Um capacitor de placas cilindricas concéntricas, longo (ver figura 17.3) é
preenchido com um dielétrico de permissividade & . Encontre sua capacitancia.
Solucéo:

a = raio interno
b = raio externo




Prof. Carlos Eduardo Fernandes 76
L = comprimento LU b

9 . —_["E.dTl
C=g & Vo= [[E-dl (Eq.17.7)
O campo E pode ser obtido da lei de Gauss:
[/D-dS=q=D(2mp)L=q , g=pL

D=L SE=-P oy E=L, (Eq.17.8)
27p 2smp 2&mp

Substituindo a Eq. 17_8 na Eq. 17_7, temos:

PP dppe PP P2
A8 b27rp pp 27zg~[b p 2 b
P b
Vig=—-In=
P 27e a

ELETROMAGNETISMO

182 Aula: FORCA DE LORENTZ E LEI DE BIOT-SAVART.
18 1 Corrente elétrica e Campo Magnético;
18 2 Forca de Lorentz;
18 3 Forga Magnética em Condutores;
18 4 Campos Magnéticos Estacionarios e a Lei de Biot-Savart

18 _1 Corrente Elétrica e Campo Magnético

Até agora consideramos apenas situagfes de cargas (discretas ou continuas)
estaticas, onde predominam a forga de Coulomb (figura 18.1).
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E_ 1 QQ, - o . (I’l—l’z) o)
Are, ‘I’u‘ ‘I’l—rz‘ 2. F12
Fl
a partir da qual obtivemos: E(rz)—i‘ Q‘ ro Gy
12

que é o campo elétrico em r2 criado por Q, situada em r, e /
R _ A (Fig. 18.1)
[j:LEdS:9 ou V-E:p% (lei de Gauss) J
& 0

Imagine agora a seguinte experiéncia (ver figura 18.2):

L) g

+ + -

(Fig. 18.2_a) (Fig. 18.2_h) {Fig. 18.2_c)
a) circuito desligado b) corrente em dire¢des C) corrente na mesma
opostas: Forca de repulséo direcdo: Forga de atracéo

Se colocarmos uma carga de teste Q, em repouso, préxima ao fio das Figs. (18.2_a-
c), veremos que ela ndo experimenta nenhuma forca: os fios estdo neutros, apesar do
movimento de cargas (corrente elétrica). Entretanto, se posicionarmos uma bussola préxima
aos fios das Figs.(18.2_b-c), veremos a agulha apontar numa dada direcdo. Essa forca, de
natureza magnética, surge sempre que ha cargas em movimento, ainda que o fio condutor
esteja neutro. Portanto, diferentemente de cargas estacionarias que produzem um campo
elétrico eletrostatico E, cargas elétricas em movimento produzem - além de E - um campo
magnético B .

Experiéncias com agulhas suficientemente pequenas e limalhas de ferro colocadas
préximas a um fio pelo qual passe uma corrente | mostram a seguinte configuracdo para as
linhas de forca do campo magnético — Figs. (18.3a-b):

. Al SRt .
a) Conjunto de agulhas o L’('+““. W b) Limalhas
proximas a um fio con- T 0 proximas a um
duzindo corrente tonm e - fio conduzindo
corrente.
(Fig. 18.3_a) (Fig.18.3_h)

As agulhas e as limalhas de ferro ddo uma pista de como as linhas de forga do
campo magnético estdo dispostas em torno do fio. Por convencdo, ao segurar um fio de
modo que o polegar direito aponte no sentido da corrente, os outros dedos girardo no
sentido do campo magnético.
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18_2 Forca de Lorentz

Seja a Fig. 18.4, abaixo. Analisando a direcdo do campo B no qual esta imerso o

fio da direita, que chamaremos de fio “teste”, a direcdo da velocidadev das cargas que se
movimentam dando origem a corrente no fio teste, e a direcdo da forca experimentada no
fio teste, veremos a seguinte configuracao:

&
I %
7
Fig. 18.4: Configuracdo de F,B,v para FlLELY
correntes de mesmo sentido: esses trés
vetores sdo perpendiculares entre si. (Fig. 18.4)

Note, da Fig. (18.4), acima, que F _Lv_L B, sendo facil imaginar um produto
vetorial entre eles. De fato, a forga proposta por Lorentz e que tem resistido aos testes
experimentais, considerando uma carga Q com velocidadev na presenca de um campo
magnético B é:

ﬁmag = Q(ng) .

Se além do campo B houver ainda um campo elétrico E préximo da particula que
se movimenta com velocidade v, a forca resultante é a soma vetorial

F= ﬁmag + Eelet =Q (E +Vx §) , chamada de forga de Lorentz.

18 3 Forca Magnética em Condutores

Como sabemos, a corrente elétrica é medida em Ampere, que é a taxa de variacao
das cargas elétricas. Em um fio, a quantidade de carga Q esta relacionada a densidade dos
portadores p, por dQ = p dl  portanto,

dQ

l=—= ﬂ— v=1=pv
at pLdt PL PL

A forgca em um pedaco de fio contendo um elemento de cargadQ é, portanto,
Emag = J.dQ (VX E)
= .[pLdI (\-/ X E)
= Iva(de §)
Essa ultima igualdade é possivel porquev e dl ttm o mesmo sentido. Logo:
ﬁmag = j | (dTX E)




Prof. Carlos Eduardo Fernandes 79

Para um fio de comprimento | e corrente uniforme | imerso em um campo B
também uniforme, da equacdo acima resulta:

Emag =1 (Txg)

18 4 CAMPOS MAGNETICOS ESTACIONARIOS E A LEI DE BIOT-SAVART

Vimos que a corrente elétrica circulando em um fio produz um campo magnético.

Se a corrente for constante, isto é, ndo variar no tempo, o campo B sera estético, isto &, n&o
mudara com o tempo. A lei de Biot-Savart € uma lei experimental que descreve o

campo B produzido por uma corrente | que circula em um condutor de comprimento # (ver
figura 18.5). De acordo com essa lei,

IAZsend
d: —_—
RZ

B(;)=f_;j|di—jR ,

AB ; [B]=tesla(T) ou, ainda:

sendo R=r—r, e portanto,

- )

r—r

Note que B depende de como definiremos I, e que:

1 - A integracdo é feita ao longo do caminho da corrente I;
2— d/ é um elemento diferencial do fio que aponta no sentido de I;

—_—

3- R=r—r & o vetor que ligadl ao ponto P localizado por r (onde se quer
calcular B);
4- 0 éoanguloentredl eR.

5 - M, é a permeabilidade magnética do vacuo, e vale, por definicdo (veja a aula
sequinte), 47 %107 Henry/metro (H/m).

Note, entdo, que Ay ndo é propriamente uma constante de proporcionalidade, ja
que depende da definicdo de corrente elétrica, como veremos adiante. A lei de Biot-Savart
é 0 andlogo em magnetostatica da lei de Coulomb para eletrostatica.

EX. 01: Encontre B a uma distancia p de um fio longo, reto, conduzindo uma
corrente constante e uniforme | .

R: suponha a corrente no sentido positivo do eixo z, como

Mostra a Fig.(18.6):
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- dzx(F_F)
B(r):f_o /I 3

d ‘r—r'
r=pp+zk
r=zk d/=dzk
r-r=pp+(z- ’

k:>‘r I"=[p +(z—-7
)

dz' kx[pp+(2 z k}

4 dz'pg
B()=4' L — "
|:p +(z-17') J
Da Fig.(18.8):
27 _cotand. =send ..

P | \/p2+(Z—Z’)2

dz' =—pcossec® 0do

B(F)-

1
;. cossecld =——
send

Mo

—pcossec’0da) p
( )

Vs %

|:p2 +(z—2')1

rTE-

yo,

§(F) = —Z—‘;:¢I cos sec’dsen®0d @ = —Z—‘;TI¢I senddé

B(T (Z_Z)
R bp }

5 _ Mol
B=—"
27zp¢

(resp.)

Z'—>+©

Z'—>—0

80
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ELETROMAGNETISMO

192 Aula : LEI DE AMPERE.
19 1 Leide Ampere;
19 2 Corrente Elétrica;

19 1 LEI DE AMPERE

A lei de Ampere esta para lei de Biot-Savart assim como a lei de Gauss esta para a
lei de Coulomb. Veremos que em muitos exemplos em que ha simetria, a lei de Ampere
sera mais util do que a lei de Biot-Savart.

A lei de Ampére estabelece que a circulacdo de B (isto é, a integral de linha num
percurso C fechado) ¢ proporcional a corrente “enlagada” pelo percurso fechado (ver Fig.

19.1):
Jjé-d? o | = Lei de Ampére
C
4 I
i )
L 8
I &
3 7
=31, =21,
H=1 H=1
(Fig. 19.1_g) (Fig. 19.1_k)

Para encontrar a constante de proporcionalidade, apliquemos a lei de Ampére a um
fio infinito. Vimos na aula anterior que o campo magnético produzido por uma corrente
| constante vale

5-£l5 (&g 19 1)
27p

Escolhendo um percurso arbitrario (Fig. 19.2)
e escolhendo o elemento de caminho em
coorldenadas cilindricas, isto é,

dl =dpp+ pdgd+dzk , (Eq. 19 2)
e fazendo a circulagio no sentido de B :

SN N P P
jC\NIB-dI _*jcvz;f (dpp+pd¢¢+dzk)

(Fig. 19.2) ror i
NB-dI :ﬂ—"lr dg ,ou, ainda
A 271 ¥0
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ﬁ]ﬁ’;-dlI = 1,1 Lei Ampére (Eg.19_3)

Note da Eq.(19-3) que a circulacdo de B n&o depende do caminho escolhido. Essa é
a esséncia da lei de Ampere. Embora tenhamos usado um fio reto, ela é valida qualquer que
seja o formato do condutor. Caso o condutor tenha formato irregular, poderd nao haver
simetria e, nesse caso, embora permaneca valida, a lei de Ampere na forma integral pode
ndo ser util, sendo necessario usar a lei de Biot-Savart. Note que:

i. d/ é um percurso arbitrario, devendo ser escolhido de modo que B
permaneca constante ao longo do percurso;

ii. O sentido da circulacdo (integracédo) € escolhido pela regra da méo direita:
se 0 polegar estiver estendido ao longo da corrente I, os demais dedos indicardo o

sentido de B e, portanto, do caminho de integracao;
iii. | é a corrente resultante enlacada pelo percurso.

EX. 01: Um condutor cilindrico, longo, de raio b (ver Fig. 19.3), é atravessado por uma
corrente | uniforme. Calcule Bparaa) 0<p<b b) p>b.Facao graficoBx p.

Solucéo: Note que, como | é uniforme, entdo | enlacada € proporcional a area
I
J =— = constante.
A
a) p>b Seja p oraiodo circuito

fechado ou amperiano” (Fig. 19.3). Entao percurso escalhida para o > &
I _ IE pZ I

—= =1 ==
h?  mp? £ p?

r r 2
ﬁmdl=yJE:IBm=q%§ﬂ

,02
ou B(27p) = 4, roe
| percurso escalhidolamperiana”)
B=’UL£2 p<b para &= b
2z b (Fig. 19.3)
b) p=b:l_=I
I&M:szbBQmﬁzMﬂ ou
B =§‘L' 5
7 . »
P X P
(Fig. 19.4)

19 2 Definigdo de Corrente Elétrica.
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A corrente ¢ assim definida: “1 Ampére (1A) € a corrente elétrica que, percorrendo
dois condutores idénticos separados de 1 m, produz uma forga magnética por unidade de

comprimento igual a2x107 N / m

Essa definicdo, arbitraria , nos permite agora calcular o valor de x,. Lembrando que
a forca magnética em um condutor vale

F=1/xB (Eq.19 4)

para dois condutores teremos (ver figura 19.5):

|R|=1,/,B, = I/ZM ou

27p
I:2 |2|1
—2=-21 Eq. 19 6
/, 27[,0#0 (Eq. 19_6)
Da definicéo de corrente: sel, =1, =1A, p=1m ..
FZ

= 24107 [y, =47z x107H /m| (Eq.
7, 2mp

forga nos condutores @ E @ :

(Fig. 19.5)

Note que o valor deu, depende de como a corrente € definida. Assim, esse

procedimento é andlogo a atribuirmos a g, o valor arbitrario 4zx10"H /m, e, a partir

desse valor, ajustar a corrente para obter o valor da forga/comprimento igual a
2x107N/m. E nesse sentido que dissemos anteriormente ndo ser a permeabilidade
magnética uma constante de proporcionalidade, ao contrario da constante de Coulomb na
eletrostatica.
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ELETROMAGNETISMO

202 Aula : LEI DE AMPERE NA FORMA DIFERENCIAL E O TEOREMA DE
STOKES
20 1 Introducdo
20-2 O Teorema de Stokes
20-3  Lei de Ampere na Forma Diferencial
20-4  Exercicios

20 1 Introdugéo

Analogamente ao que acontece com a lei de Coulomb, em problemas em que ndo ha
simetria a forma integral da lei de Ampere

chﬁ-d?:l , 1=[J-ds (Eq. 20_1)

em que | é a corrente enlacada pelo circuito C, ndo sera de muita utilidade, sendo mais util
a sua forma diferencial. Para obter a lei de Ampeére na forma diferencial, vamos calcular
C acirculacdo de B (Eg. 20 1) em um percurso
A retangular infinitesimal. Antes de fazer isso, porém,
note que, da figura 20.1, a circulagdo pelo percurso
externo € a soma das duas circulacdes:

/jjcﬁ-dzzjjc E-d?+ch B-d/

B Cy pois na integral pelo percurso C1 a integral é feita de
(Fig. 20.1) B até A; e na integral pelo percurso C; essa mesma
integral ¢ anulada pela integracdo de A até B.

Assim, dado um percurso fechado qualquer, podemos dividi-lo em malhas
infinitesimais (figura “20.2”) cujas superficies sdo aproximadamente planas e cuja
circulacdo resultante envolve apenas o perimetro externo do percurso fechado. Essas
consideracBes sdo muito importantes para a derivacdo da lei de Ampere na forma
diferencial.
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O O Fig.20-2: Uma superficie arbitraria pode sempre ser
O \D dividida em percursos elementares. Note que a
circulacdo resultante so6 envolve o perimetro externo

_ da figura arbitréria.
(Fig. 20.2)

20 _2 O Teorema de Stokes

Consideremos um percurso infinitesimal retangular C, em uma regido onde exista

um campo B. E claro que a circulacdo de B n&o deve depender de como o sistema de
coordenadas é escolhido. Para facilitar, portanto, vamos escolher um sistema de
coordenadas tal que o percurso retangular esteja no plano yz (Fig. 20.3):

d7 =dxi+dy j +dzk

z+hz] A 4/ﬂﬂ B=B,(xY,2)i+B,(x,y,2) j+B,(x,y,2)k
Zpgl oL
f __B_-:- *E TC sejam (O’ YmZm ) as coordenadas do centro do retangulo
L x  Fig. 20-3. Acirculagdo de B nesse retangulo sera
Y Y y+hy e
Y (Fig. 20.3) AjC,B'd/:.[AB'd/_'_.[BB'd/"'.[cB'd/+J-DB

Como o percurso € infinitesimal, vale a aproximacao

IBd/ j (x,y,z)dz=B (O,y,zM)J;dz

Em que mantivemos y constante e tomamos o valor de z no centro do retangulo.
Essa aproximacéo tendera ao valor exato quando o retangulo for infinitesimal. Portanto,

B—  —
J' B-d/=-B,(0,y,z, )Az (Eq. 20_1)

A

Igualmente, teremos para 0s outros caminhos

C — —
j B-d/ = By(O,yM,z)Ay (Eq. 20_2)

B

Em que novamente fizemos a aproximacdo tomar o valor de y no centro do
retangulo (z permanece constante). Para 0s outros percursos, teremos:

J‘Dé-dzg Bz(0,y+Ay,z,, )Az (Eq. 20_3)
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J.I:E.d,?;—By(O,yM Z+Az) Ay (Eq. 20_4)
Somando (Eq. 20_1) + (Eq. 20_2) + ( Eq. 20_3) + ( Eq. 20_4):
chi B-d/=[B,(0,y+4y,z,)-B,(0,y,z,)]Az+

- By(0.y,,2+Az)—-By(0,y,.z)|Ay

Multiplicando e dividindo o lado direito dessa ultima equagdo porAyeAz,
respectivamente, e em seguida tomando o limite Ay e Az — 0, teremos agora a igualdade:

[B,(0.y+Ay,2,)-B,(0,y.2,)]

[ B-dZ= lim AzAY
G Ay,Az—0 Ay
B .(0,y,,z+Az)-B,(0,y,,,2
[B,(0y2+22)-8 0y .2)],
AZ

que, pela defini¢do de derivada parcial, ainda podemos escrever

= - B B

Jj B-d/= E—M dydz . (Eq. 20_5)
Ci oy oz

Observe da Fig.20-3 que dS =dydzi e que, na Eq.(20-5) o termo %—% é a

componente do rotacional na direcdo x. Portanto, a equacdo 20 _5 pode ainda ser escrita
como:

/jj §~d2=[@—@j dsxz(vxé).ds“ (Eqg. 20_6)
G oy oz .

em que dS é o elemento de &rea delimitada pelo percurso infinitesimal C. . Para um percurso
ndo-infinitesimal, basta dividi-lo em percursos infinitesimais e somar todos eles. O

resultado serd, lembrando que os percursos internos se cancelam — ver Fig. 20-1 e 20-2 — o
chamado teorema de Stokes:

f1.B-d7=] (VxB)-dS (Eq. 20_7)

em queC éoperimetroeS € aarea do percurso arbitrario C . Embora deduzida aqui para o
caso do campo magnético, esse teorema € valido para qualquer campo vetorial. Esse
teorema nos dias que a circulacdo de um campo vetorial em um percurso C € igual ao fluxo
do rotacional na area delimitada por esse percurso.
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20 _3 Lei de Ampere na forma diferencial

Para obter a lei de Ampére na forma diferencial, lembremos que | =I53-d§, em

queJé a densidade de corrente elétrica. Usando a (Eq. 20 7) teremos:
[1.B-d7 = sl = 1o I-dS =] (VxB)-dS .

VxB=pu,J Lei de Ampére (diferencial)  (Eq. 20_8)

20 — 4 Exercicios
Dado B = (2xyf+ AXZ | +5k) calcule J(0,0,1)

Solugéo:
[ T
VxB=|ox dy oz|=4xi—(4z+2x)k
2xy —-4xz 5
j_VxB_—% (resp.)
Ho Ho

EX. 02: Expresse a lei de KirchofijE .dZ =0 na forma diferencial.

Solucgéo:
[IE-d
C

VxE=0| (resp.)

NI

=L§><I§~d§=0.'.

Nota: No teorema de Stokes, a area é aberta, como por
exemplo na Fig. (19.4).

(Fig. 20.4)
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ELETROMAGNETISMO
222 Aula : TORQUE EM DIPOLOS MAGNETICOS.

22 1 Dipolo Magnético na Presenca de Campo Magnético;
22 2 Nota Sobre Forca e Torque;

22 1 Dipolo Magnético na Presenca de Campo Magnético

Um dipolo magnético &, por definicdo, qualquer circuito fechado pelo qual circula
uma corrente elétrical, (fig. 22.1).

] !
E —
g
Dipaolo g[étrin:u Dipolo eletrico retangular
circular & Binduzido. e & induzido.
Fig. 221_a Fig. 22.1_b

Note que a corrente | produz um campoB, indicado na figura 22.1, acima.
Suponhamos que um dipolo magnético seja colocado na

presenca de um campo Bex externo e orientado ao longo
—a » de +y, como indica a figura 22.2, abaixo:

—

, F=5,7

Zy
it ]
&
/ /

v a

¥
Fig. 22.2
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Fig. 22.2: Um dipolo magnético colocado na presenca de um campo magnético
externo B. A face da espira esta voltada parak , campo Bex aponta para+j .

F: = IbBk
ComoF =1/xB parauma corrente | constante, entdo as duas forcas F: =—IbBk e
F.=1bBk dardo origem a um torque que tende a alinhar a area da espira com o eixo y;

nos lados paralelos ay ndo havera forca magnética, poisZ //B. O torque resultante em
relacdo a origem (centro da espira) sera, portanto — veja Fig.22.2:

-~ ~

ko
& Fig. 22.3: A regra ciclica usando os versores cartesianos.
! ;=F1XE1+F2XE2
Fig 22.3 ~ ~
_a — - i - —
[7}(—&) —axFi=(labjxBk)
(Eq 22_4)
ou ainda , definindo 0 momento de dipolo magnético comom= 1A, A=ab, teremos:

-

(\]

Il
S5
X
O s

(Eq22_2)

Note a analogia com o torque em dipolo elétrico na presenca deE: 7= pxE,
sendo p =qd o momento de dipolo elétrico. Analisando a (Eq 22_2), vemos que o torque

sera maximo quandom L B é nulo quandom e B forem paralelos. podemos, portanto,

concluir que o torque de um campo B tende a alinhar a espira de corrente com a sua
direcdo. Em outras palavras, quando um dipolo magnético é colocado na presenca de um

campo magnético, ele sofre um torque no sentido de alinhar o momento m com o campo
B, da mesma forma que como o campo E tende a alinhar o momento de dipolo elétrico p
com a sua direcéo.

EX.01: Uma espira semi-circular (fig 22.3) é percorrida por uma corrente | =50A",

e esta situada numa regido onde o campo vale B :O,8f—0,7j +k T. Encontre a) a forca
sobre o lado retilineo b) o torque em relagdo ao centro do lado retilineo.

T Sy

DR x ko

| A

Dipolo magetico semi-ciculo, & = dem.
Fig 22.4
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Solucéo:
u I ul
F=1IxB
rouow
Sejasr=mxB
r r u
t=rxF
u I ul
F=11" 8= 1y (0.8-
u ,
F=150840"938(- R)+

Llé: A- 3 2R (Resp. a)

90
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TomxB rLTr1=IA(—$<)=507r

u
m = —0,25k

7=-0,08%+0,1005 Nm| (Resp.b)

EX. 02: Mostre que o dipolo magnético da figura 22.5 excuta um MHS para
pequenos angulos em relacédo a vertical.

(4x10?) (

%)

Solucéo:
Comozr=mxB ; z=mBsend, sendod o angulo entrem e B. Além
: d? o . <
disso, =1 ?‘29 , sendo | o momento de inércia da espira. Entdo:

2
=I ((j:in =-mBsend , o sinal negativo indica que o torque € restaurador, ou seja,

ele muda de sentido quando a espira passar do ponto em que z=0 e atua no sentido de
alinhar a espira com o campo B . Para angulos pequenos, send = 4 :
do> mBo o do?

i)

+ u
dt? | dt?

+w’0=0 (Equacdo do O.H.S))

/mB A . A
com o= e sendow=27% a frequéncia angular do movimento harmonico

simples.

22 2 Nota Sobre Forca e Torque

Translacdo Rotacdo
F T
X [
x=v="%" 0=ow=do/dt

a =do/dt =d*x/dt? a =dw/dt =d’0/dt’

m |
F=ma r=la
W= ["Fd W =" rdo
_ 2 _ 2
k = 2mu k = 2Ia)
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ELETROMAGNETISMO

222 Aula : NATUREZA DOS MATERIAIS MAGNETICOS: IVIAGNETIZA(;AO E
PERMEABILIDADE
22_1 Dipolo Magnético;
22_2 Magnetizago;
22 3 Lei de Ampére em Meios Materiais;
22 4  Permeabilidade Magnética

22_1 Dipolos Magnéticos

Na aula anterior vimos que um dipolo magnético (espira de corrente elétrica)
quando colocada na presenca de um campo magnético externo B sofre um torque 7 que
tende a alinhar o seu momento de dipolom = IA com o campo B - ver figura (22.1):

Fig. 22.1a: Uma espira de
corrente elétrica forma um
dipolo magnético de momento
m=1A. S e N representam 0s
polos Sul e Norte,
respectivamente

-

B#0T=mxE Fig. 22.1b: Na presenca de um
(Fig. 21.1_h) campo externo B, 0 momento

de dipolo magnético m tende a
se alinhar com o campo
externo..

Toda matéria é formada por atomos que, em um modelo rudimentar, podem ser
descritos por um ntcleo “positivo” ao redor do qual orbitam elétrons “negativos”.
Considerando que o proprio nlcleo e os elétrons podem rotacionar em torno de seu eixo,
podemos visualizar o 4&tomo e seus constituintes como dipolos magnéticos elementares,
como mostra a figura 22.2:

'ﬁ: . E; s RBS PP BJ-.F
o )
I, . i

—

2l i = " ‘bico de zni #5; = mamenta magnetico
4, = momento magnética orbital #1, = momento magnética de spin de spin ruckear,
[Fig. 19.2_a] eletrinico. .
T [Fig. 19.2_b] [Fig. 19.2_c)
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- = =

Na figura 22.2abc |,, g, 1 designam a corrente elétrica devido ao movimento

orbital, de rotacdo do elétron e de rotacdo do nucleo, respectivamente. O movimento
magnético de spin nuclear, por ser muito pequeno, pode ser ignorado e nao contribui para
as propriedades magnéticas macroscopicas do material.

Na auséncia de B (externo), todo material possui 0s momentos magnéticos
orientados de forma aleatéria em virtude da agitagdo térmica, de modo que 0 momento

magnético resultante é nulo. Na presenca de um campo B, entretanto, os dipolos
magnéticos atbmicos (ou dipolos elementares) sofrerdo, cada um, um torque no sentido de
alinhar seus momentos de dipolos m com o campo B, produzindo um campo Bin dentro do
material que pode estar ou ndo na mesma direcdo e sentido do campo externo B . Conforme
o campo B, interno seja mais ou menos intenso, e dependendo do seu sentido, 0s materiais
sdo classificados em (para maiores detalhes, vide bibliografia):

) Diamagnéticos — 0 campo interno € fraco e oposto ao campo externo;

i) Paramagnéticos — o campo interno € fraco e no mesmo sentido do campo
externo;

iii) Ferromagnéticos - o campo interno é forte e no mesmo sentido do campo
externo;

iv) Antiferromagnéticos — o campo interno é forte e no sentido contrario ao do
campo externo, o que produz um momento magnético resultante nulo;

V) Ferrimagnéticos — o campo interno é forte e no sentido contrario ao do
campo externo, mas ndo anula o campo externo como no caso do material
antiferromagnético;

Vi) Superparamagnéticos — o campo interno é mais forte que no caso do
material paramagnético.

22 2 Magnetizacao

Para medir o efeito de um campo B aplicado a um dado material, podemos
proceder de maneira analoga ao que fizemos no caso do dipolo elétrico colocado em um

campo elétrico externo, definindo um vetor M que represente o efeito macroscépico do
alinhamento dos dipolos magnético atdmicos na presenca de B :

M - Am D mi _soma momentos magnéticos atbmicos
AV AV volume da amostra

— dm
ou,emgeral, M =—. Eqg22 2
g Y (Eq 22_2)

(Eq 22_1)

22_3 Lei de Ampere em Meios Materiais

Numa regido em que Bex =B, em geral havera correntes microscépicas dentro do
material, resultantes do alinhamento dos momentos de dipolos elementares. A essas
correntes que surgem quando o material é colocado na presenca de um campo magnético
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denominaremos correntes de magnetizacao |, para distingui-las de eventuais correntes

de conducdo | devido aos elétrons de conducdo. A corrente total Ie enlagada por um
circuito arbitrario sera, portanto, asomal. =1+1_,. Como:

M=— (Eq 22_3)

entdo, para um cilindro de érea fixa A e altura d/ (fig. 22.3), teremos, uma vez que
m=1_A,

M

e Fig. 22-3: Um elemento cilindrico de area A e

\ comprimento d¢  de um material colocado na

\ presenca de um campo B. M € o vetor magnetizagio

I resultante dentro do cilindro. Fora do cilindro, M =0
se ndo houver material nas adjacéncias do elemento.

Fig 213
M=IA) vy (Eq 22_4)
Ad/

Integrando ambos os lados da Eq.(22-4) em um circuito fechado
I, :/j.jc Md/ ou, naformageral, | :ch M-dz (Eq 22_5)

Isto €, a magnetizacdo é proporcional a corrente de magnetizacdo enlagada por um
circuito fechado arbitrario, exatamente como na lei de Ampere. Substituindo (Eq 22_5) na
lei de Ampére:

/jjcﬁ.d?=yo(|+|m)=ﬂo|+y%{7€ﬁ-d? ( Eq22_6)

ou [y E—M d7=1 (Eq. 22-7)
<\ Ho

definindo: H=—"—M ou: §:,u0(ﬁ+ﬁ) (Eq 22_8)

Ho
a (Eq 22_7) fica:
o B _
JjCH.d/=| . H=—-M (Eq 22 9)

Ho
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que é a Lei de Ampére na presenca de matéria. H é chamado de inducdo magnética em
alguns livros textos, de campo magnético em outros, e encontraremos ainda o uso de
“vetor auxiliar H” em outros livros. Aqui o chamaremos simplesmente de “vetor H ” para

ndo causar confusdo com o vetor B, ao qual denominamos de campo magnético. Note que
(Eq 22_9) pode ser escrita como, usando o teorema de Stokes:

VxH=1J
_ . Lei de Ampére na forma diferencial  (22-10)
B=p,(H+M)

E importante destacar duas coisas. Primeiro, que a lei de Ampére na qual qual aparece o

campo magnético B - Eq.(22-6) permanece valida, caso em que devemos levar em conta a
corrente total enlagada pelo circuito, isto é, a soma da corrente de magnetizacdo com a
corrente elétrica. Segundo, que a forma da lei de Ampére — Eqs.(22-9,10) escrita levando
em conta a presenca de materiais magnéticos, é mais Util, tendo em vista que do lado direito
dessas equacOes s6 aparecem a corrente elétrica e a densidade de corrente elétrica, que séo
as grandezas fisicas geralmente mensuraveis no laboratério. Finalmente, a lei de Ampére na
presenca de matéria deve ser comparada com a lei de Gauss na presenca de matéria, a fim
gue a analogia seja evidenciada.

21 4 Permeabilidade Magnética

Para os materiais classificados como paramagnéticos e diamagnéticos, vale a
relacdo linear M oc H , ou seja

M=y, H (Eq 22_11)
¥ = susceptibilidade magnética do meio

Substituindo a Eq(22_11) em (Eq 22_10):

B =4, (1+ g, )H =pH (Eq 22_12)

u = permeabilidade magnética do meio;
sendo: U . =(1+ x,, )= permeabilidade relativa
Hy

Ex.1: Use o teorema de Stokes para obter a lei de Ampere na forma diferncial — Eq.(22-10).
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_— _ 2> - —
Ex.2 : Dado o vetor H=¢€"" |+|n(XyZ)J +k, calcule o vetor densidade de
corrente elétrica.

ELETROMAGNETISMO

232 Aula: As Correntes de Ampere e a Curva de Histerese

23_1  Ascorrentes de Ampére;
23 2 Acurvade histerese;

23-1 As correntes de Ampeére

Até agora vimos que as fontes do campo magnético séo correntes elétricas. No caso
dos imas permanentes, contudo, ndo ha aparentemente nenhuma corrente elétrica
originando o campo magnético ao seu redor. Entretanto, na aula anterior descrevemos as
propriedades magnéticas dos materiais em termos das correntes elementares, formadas pelo
movimento de rotacédo e orbital dos elétrons em torno do ndcleo (ver Tab.23-1). Vimos, ali,
que qualquer material, ao ser colocado na presenca de um campo magnético, sofre um
torque no sentido de alinhar (ou anti-alinhar) o seu momento de dipolo magnético com o
campo magnético.

Tab.23-1: Valores previstos pela mecanica quéantica para a intensidade do momento de
dipolo magnético elementar m (A.m).

Préton 2’0 X 10—26
Elétron (orbital) 93x 102
Elétron (spin) 9,3x 10

De fato, para alguns materiais, como o ferro por exemplo, mesmo quando o campo
externo € retirado (ou desligado) esses momentos de dipolos elementeares continuam
alinhados, produzindo uma magnetizacao residual ou remanente, conforme veremos a
seguir, funcionando portanto como um ima. A maioria dos fisicos hoje acredita que a fonte
do campo magnético dos imds permanentes sdo as correntes elementares, chamadas de
correntes de Ampere (ver Fig. 23-1a, b), as quais por sua vez sdo produzidas em virtude do
alinhamento quase perfeito dos momentos de dipolos elementares que compdem o ima. A
diferenca, portanto, entre um ima permanente e um ima artificial (produzido por
magnetizacdo remanente) é que nos primeiros o alinhamento dos dipolos magnéticos
elementares se da de forma espontanea, isto €, os chamados imas permanentes séo

VA S 4

=

|

X
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encontrados “prontos” na natureza.

Fig.23-1a: correntes de Ampere na

superficie de um im& permanente Fig.23-1b: Vista transversal do interior
do im& permanente visto na Fig.23-1a.
As correntes internas se anulam

23-2 A Curvade Histerese

Um comportamento interessante que ocorre nos materiais ferromagnéticos € o
fendmeno da histerese, que resulta na chamada curva de histerese ou curva B-H. Enrolando
um pedaco de ferro em um fio e aplicando uma fem nas suas extremidades, 0 campo
magnético dentro do pedaco de ferro cresce de forma néo-linear, isto é, de forma muito
intensa, atingindo um valor maximo (saturacéo). Ao diminuir a corrente elétrica, 0 campo
dentro do pedaco de ferro diminui passando por valores diferentes, como veremos a seguir.
A curva resultante B versus H é a curva de histerese.

Considere um nucleo de ferro em forma de toréide no qual um fio é enrolado,
passando através dele uma corrente  (fig. 30.1):

g Amperiana

Fig. 30.1: Os campos B,H,M
gerados pela corrente elétrica que
percorre o fio envolvendo um
nacleo de ferro em forma de um
toroide ficam “canalizados” no

Fig 301 interior do ndcleo de ferro.
Da lei de Ampere mﬁ.dzzu resulta H(2zr)=NI ou, ainda, H =% (23.1)
p T

Sendo N o numero de espiras e r o raio do tordide. Note, portanto, que H é
proporcional a corrente, isto €, H « |.

Suponha agora que a corrente | da Fig. 23.1 seja aumentada aos poucos. Se
inicialmente o nacleo de ferro estiver desmagnetizado, a curva experimental B-H tem o
seguinte aspecto (fig. 23.2):

AL
____________ Satfragaa Figura 30.2_b: Quando a corrente
| é aumentada, a curva B-H indica
. a saturagéo para B. A parte inferior
H seria 0 observado se invertéssemos
a polaridade da fonte, aumentando
o N a corrente no sentido contréario

Figa30Z a
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Fisicamente, essa saturacdo representa o maximo alinhamento dos momentos de
dipolos magnéticos elementares que compdem o ferro. Suponhamos agora que, uma vez
atingida a saturacdo, a corrente fosse diminuindo gradativamente, até se anular e entdo
mudasse de sentido, crescendo até atingir novamente o ponto de saturacdo. A curva B-H
teria agora o seguinte aspecto, chamada curva de histerese, Fig.23-2b:

Fig. 23.2_b: Ciclo de histerese. Os
pontos b,d indicam magnetizagéo
remanescente; os pontos e,f indicam uma
“forca coercitiva”, isto €, a for¢a necessaria
para obrigar o campo B a se anular novamente.

Lembrando que B =y0(ﬁ+ﬂ), podemos observar da Fig. 23-2b acima que mesmo

qguando a corrente € desligada resultando em H = 0 (H é proporcional a 1), o campo B nédo
se anula, sendo igual a B=,M - pontos b,d — indicando uma magnetizagdo remanescente
ou remanente do ferro. Por outro lado, para forgcar o campo B a se anular no interior do
ferro é necessario aumentar a corrente, aumentado também o campo H. O valor de H para o
qual B se anula ¢ geralmente denominado de “forca coercitiva (ou coerciva)”’, e vale
H =-M. Note, entretanto, que esses campos ndo tém dimenséo de forca. A caracterizagdo
dessa curva para diversos materiais magnéticos determina sua aplicacdo tecnoldgica, como
por exemplo, na construcdo de dispositivos para armazenar dados em computadores.
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ELETROMAGNETISMO
242 Aula: A LEI DE FARADAY E A LEI DE LENZ

24 1 Definicdo de forca eletromotriz (fem);
24 2 Experimentos de Faraday;e Lei de Lenz.

24 1 DEFINICAO DE F.E.M.

Antes de enunciar a lei de Faraday, uma lei eminentemente experimental como a lei
de Coulomb e a lei de Biot-Savart, vamos relembrar o conceito da fem ou “forca
eletromotriz”:

fem : “E o trabalho por unidade de carga (&) realizado por um agente (baterias,
geradores, células fotoelétrica, etc.) para mover uma carga de um potencial a outro
potencial mais elevado”

EIJ

!
|—
o Fig. 24.1: Circuito mostrando um agente &, que pode ser,
% & por exemplo, uma pilha comum.

Fig 23.1
dw B— —
Assim, da definicdo de fem: &= WAB = —jA E-dz ; V>V, (Eq24 1)
observe que, no circuito da fig. 24.1, usando a lei de Kirchhoff - Jjﬁ-d? =0 :
Q

-V, -V, =0, ou 8-6— RI =0 (Eq 24_2)
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ou seja, a soma das diferencas de potencial (incluindo a fem) em um circuito fechado é
zero. Veremos a seguir uma série de experimentos realizados por Faraday que generaliza a
lei de Kirchhoff ao introduzir o efeito de correntes variaveis (cargas aceleradas).

24_2 EXPERIMENTOS DE FARADAY E LEI DE LENZ

1° Experimento (fig. 24.2): Enquanto o imé estiver em movimento, 0 amperimetro
indicara passagem de corrente elétrica.
)} A deflexédo do ponteiro do ima muda de sentido se a polaridade do imé for
invertida.

Fig.24.2: 1° Experimento: Se o imid estiver se
movimentando e a bobina estiver se parada, o
. amperimetro indicaré corrente.
2° Experimento (Fig.24.2): Se o ima estiver
amperimetra  parado, mas a bobina estiver em movimento, o
Fig. 23.2 amperimetro indicaré corrente.

1) A deflexdo do ponteiro do amperimetro muda de sentido se 0 movimento
da bobina mudar de sentido.

Observe dos experimentos 1 e 2 que para 0 amperimetro o importante € 0 movimento
relativo. Esse é um ponto fundamental na teoria da relatividade restrita.

3° Experimento (Fig. 23.3) : No instante em que a chave é ligada ou desligada no
circuito-2, e s6 nesse momento, 0 amperimetro indicara corrente no circuito-1. A deflexao
que ocorre quando a chave é ligada é no sentido contrario a deflexdo que ocorre quando a
chave é desligada: (variacdo de | produz fem).

hatetia Fig. 24.3. 3° experimento de Faraday: uma
fem ¢é produzida no circuito-1 somente
quando a corrente I no circuito-2 varia.

armpetimetro _
circuito-1

Fig 23.3
No experimento-2, em que as cargas estdo em movimento, poder-se-ia esbocar uma
explicacdo em termos da forca de Lorenz F= Q(Bx@), em quev é a velocidade da bobina

(e portanto, dos portadores de cargasQ) e B é o campo magnético do imd. Entretanto, note

gue nos outros experimentos as cargas estdo em repouso. Para explicar esse conjunto de
experimentos, Faraday fez uma proposi¢éo genial:
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“Uma variagdo no fluxo do campo magnético induz um campo elétrico, e portanto,
uma fem que o origina” — Lei de Faraday .

Matematicamente, a lei de Faraday se escreve como:
d
= ¢B = [LE-d/ (Eq 24_3)

em que ¢, € o fluxo do campo magnético e & é a DDP (fem) induzida no circuito fechado.
Note que, em um circuito fechado,

:4{755 .dS (Eq 24_4)
O sinal negativo na Eq. 24.3 indica que a corrente induzida no circuito produz um
fluxo que adicionado ao fluxo @3 reduz a magnitude da fem induzida &. Em outras

palavras, a corrente induzida surgira com sentido tal que sempre vai se opor a variagéo do
fluxo que a produziu. Essa € a lei de Lenz, e podemos ainda enuncid-la mnemonicamente
como

A natureza abomina mudanca no fluxo magnético. Lei de Lenz

Note que a lei de Lenz faz referéncia apenas a mudanca no fluxo magnético: se o
fluxo @, estiver aumentando, a corrente induzida surgira no sentido tal que produzira um
outro fluxo que tenderd a diminuir ¢,; se o fluxo ¢, estiver diminuindo, a corrente
induzida surgira no sentido tal que produzira um outro fluxo que tendera a aumentar ¢, .
Veja fig. 24.4 a-b, abaixo:

Fig. 24.4a: O polo N do imd se aproxima da espira,
aumentando o fluxo na direcdo indicada pelas setas.
A corrente induzida, obtida de acordo com a regra da
méo direita, surge no sentido de gerar um outro fluxo
na direcdo contraria a direcdo do fluxo do ima,.

Fig23d_a

Fig. 24.4b: O pdlo S do imd se afasta da espira,
diminuindo o fluxo magnético, que tem a direcdo
indicada pelas setas. A corrente induzida, obtida de

Fig 23.4_k
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acordo com a regra da mdo direita, surge no sentido de
gerar um outro fluxo na mesma direcdo do fluxo do
ima.

ELETROMAGNETISMO

Aula 25: MOTORES, GERADORES E TRANSFORMADORES
25-1 Introducéo;
25-2 Motores;
25-3 Geradores;
25-4  Transformadores.

25-1 Introducdo

A partir dos experimentos de Faraday, em que ele mostrou a possibilidade de
conversao e energia mecanica em energia elétrica e vice-versa, houve um progresso
tecnoldgico surpreendente. Nesta aula abordaremos, de maneira mais qualitativa que
quantitativamente, o principio de funcionamento dos motores, geradores e transformadores.

25-2  Motor
Sabemos que dois fios condutores percorridos por uma corrente elétrica exercem

uma forca um no outro que pode ser de atragdo ou repulsdo, dependendo do sentido da
corrente. Sabemos também que a variacdo do fluxo magnético através de uma espira produz

uma fem capaz de mover os elétrons de um ponto a outro. Nao &, pois, surpreendente que
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algumas pessoas tenham pensado em usar esses principios para construir motores, que sao
dispositivos capazes de realizar trabalho a partir das forgas elétricas e magnéticas. Um

exemplo de motor rudimentar é mostrado na figura abaixo, que vocé pode facilmente

construir:
Suporte |
ima — N
Pilha
(fonte de fem)
Base de
Madeira I
\ Bobina
(Espiras)

Figura 25.2: Motor rudimentar

O principio do funcionamento desse motor rudimentar é o seguinte: a fonte de fem
(pilha) fornece uma corrente continua que percorre o fio enrolado (bobina); que, por estar
imerso no campo magnético do imé, fica sujeito a uma forca que produz o torque e faz a
bobina girar, realizando um trabalho mecénico. Embora esse tipo de motor seja muito
simples, ele usa o mesmo principio de alguns aparelhos eletrodomésticos como
liquidificadores e batedeira elétrica, e € importante para a compreensao, por exemplo, de
alguns aparelhos de medida, como o Galvanémetro. No Galvanémetro, a corrente que
circula na sua bobina interna, cujo valor queremos medir, produz 0 movimento de um

ponteiro, cuja deflexdo € diretamente proporcional a corrente elétrica.

25-3  Gerador

Um gerador de energia elétrica € um dispositivo que transforma energia mecanica
em energia elétrica. Seu principio de funcionamento é, pois, o contrario de um motor. Pela
Lei de Faraday sempre que houver uma variacdo do fluxo magnético atraves de um circuito
aparecera, nesse circuito, uma ddp ou fem induzida. Podemos usar a Lei de Faraday para

construir um gerador rudimentar (faca vocé mesmo), como mostrado abaixo:

corrente induzida corrente induzida

Lampada
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No gerador rudimentar mostrado acima, quando o ima é movimentado através da
espira, a variacdo do fluxo magnético induz uma corrente elétrica no circuito. Essa corrente
elétrica pode ser medida com um galvanémetro, ou verificada ligando o fio a uma lampada.
Esse principio € o mesmo usado na construcao das grandes usinas hidroelétricas, que usam
a forca das a&guas para movimentar grandes imas através de bobinas, e de usinas

termoelétricas , nas quais a energia térmica € usada para movimentar os imas através das
bobinas.

25-5 Transformadores

Transformador é um dispositivo capaz de aumentar ou diminuir a voltagem elétrica,
seu funcionamento basico pode ser entendido usando a Lei de Faraday. A representacao

esquematica de um transformador é mostrada na Figura 25.4, abaixo:
(@)

nicleo linha
de indugdo

primario & secundario

Fig. 25.4: Esquematizagdo de um Transformador

Conforme mostra a Fig. 25.4, um transformador ¢ constituido de duas bobinas: uma
bobina de entrada, na qual chega a ddp que queremos elevar ou diminuir (isto é,
transformar), também chamada de primario (V1), e outra de saida, denominada de
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secundario. Em geral, uma peca de ferro, chamado nucleo do transformador é usado para
canalizar e intensificar o fluxo magnético atraves das bobinas.

De acordo com a Lei de Faraday, se uma tensdo alternada V1 é aplicada ao
enrolamento primario, a corrente no circuito primario, sendo alternada, dara origem a um

fluxo ¢, no circuito secundario, o que, ainda pela Lei de Faraday, é responsavel pela

aparecimento de uma fem induzida no secundario (ver Fig.25-4). Usando a lei de Faraday,

podemos relacionar o fluxo ¢, e a tenséo alternada Vi:

__dNg) __ d4 5.
! dt ot
1)

em que N,g, é o fluxo total no primario e N, € o nimero de enrolamentos da bobina. A fem

induzida, no secundario, por sua vez, sera:

v, - _9(Ng) Ndg, (25-
dt dt
2)

sendo N, o numero de enrolamentos do secundario. Supondo um transformador ideal, no
qual ndo ha perda de fluxo, ¢, = ¢, =¢ e, portanto, dividindo a Eq.(2) pela Eq.(1), teremos

N
V, =—2V, 25-
= (

3)
Note, da Eq(3), que se N2 > Nz, o transformador elevara a voltagem de saida V, ; se N2 >

N1, a voltagem de saida sera reduzida. Note, ainda, que em um transformador ideal a

poténcia fornecida pelo primario deve ser igual a adquirida pelo secundario.
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ELETROMAGNETISMO

242 Aula: O ELETROMAGNETISMO ANTES E DEPOIS DE J.C.MAXWELL.
24 1 Lei de Faraday;
24 1.1 Lei de Faraday na Forma Diferencial,
24 2 O Eletromagnetismo Antes de Maxwell;
24 3 O Eletromagnetismo Depois de Maxwell

24_1 LEI DE FARADAY.

Vimos na ultima aula que os experimentos de Faraday foram resumidos na equag&o:
ch E-d/= —% Lei de Faraday na forma integral (Eq 24 1)

dgy

em que a variagao do fluxo magnético ¢, da origem a uma fem (DDP) ¢ = et O sinal

negativo indica que a fem & produz uma corrente cujo fluxo magnético ¢, se opde a
variacao do fluxo original (lei de Lenz).
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24_1.1 Lei de Faraday na Forma Diferencial.

Usando a defini¢do de fluxo magnético

4=[B-dS,  (Eq24.2)
e o teorema de Stokes
/ijF-d/zL(VxF)-dS, (Eq 24_3)
podemos escrever a Eq.(24-1) como:
= di= .= ¢ 0B =
L(VXF)~dS=—aJ‘SB-dS=J‘S—E~dS (Eq 24_4)
ou VxE = —%3 , que é a Lei de Faraday na Forma Diferencial. (Eq 24_5)

24 2 O ELETROMAGNETISMO A. M.

Podemos fazer um resumo das principais equacgdes obtidas até agora:

1) ind§=9 Lei de Gauss V-E =2V (Eq 24_6)
s & &y

2) Jjﬁ-d?:yol Lei de Ampére VxB = z,J (Eq24.7)
= - d¢ . — - 0B

3 E-d/=——2 Leide Faraday VxE=—— Eq24 8

) 1 " y VxE=-— (Eq 24_8)

Notando que as linhas de B sempre se fecham, implicando que para qualquer
superficie fechada o fluxo é nulo, podemos escrever a analogo da lei de Gauss para o
campo magnético:

4) /jjsé'.d§=o V-B=0 (Eq 24.9)

O conjunto de equacdes Eq 24 6 - 24_9) eram a versao matematica do resultado dos
experimentos de diversos cientistas que se dedicaram ao eletromagnetismo antes de
Maxwell, e foi como Maxwell as encontrou ao iniciar o seu trabalho. Uma andlise
matematicamente mais atenta revela uma séria inconsisténcia nessas equacfes, como
veremos a seguir. Veremos também como Maxwell corrigiu a inconsisténcia, € como
passou a escrever as quatro equagdes acima.

24_3 O ELETROMAGNETISMO D.M.

Dado um campo vetorial F qualquer, existe uma identidade vetorial muito
conhecida, dada por: V(?xf)=0. (Eq 24_10)



Prof. Carlos Eduardo Fernandes 108

para demonstra-la, basta fazer VxF =G e tomar o divergente deG :

o . aG
V-G= V(v F) oG, +
x oy a
ik
G=VxF=|ox oy oz ; ang  etc.
F,F,OF X
_ oF oF,
entio: v.g=2[%_& +3[6Fx-anj+ 0%y oK
ox\ oy oz oy\.oz ox ) oz ox oy
== O°F OF, 8'F _8°F O°F,_@'F,
Axay a}ag ﬂ’yﬂa aj:a:: aﬁa;: dzdy
2 2
como: oF _OF , entdo V§=§-(§xl_f)=0 . c.q.d.
ouod odou

Tomemos agora o divergente de ambos os lados das equactes (Eq 24 7) e
(Eq 24_8) e usemos a identidade (Eq 24_10):

V(%E) :yO(VE) (Eq24_11)
V(V<E)--2(VE)  (Eq24.12)

Note que a equagdo (Eq 24 _12), fazendo uso da (Eq 24_9), resulta em uma
identidade. O mesmo ndo ocorre, entretanto, com a (Eq 24_11): ;%= 3 , pois sabemos, da
da equacéo da continuidade, que em geral:

V.-J= —% . Equacio da Continuidade de Corrente

Portanto, a (Eq 24_11) é inconsistente do ponto de vista matematico. Para resolver
essa inconsisténcia, Maxwell propds a adicdo de um termo Jo a densidade J na (Eq
24 11) tal que ao tomar o divergente de (3+3D) 0 resultado fosse nulo. Para descobrir

esse termo, reescrevamos a equacao da continuidade de corrente como:

V-J+ % =0 (Eq 24_13a)

e usemos a (Eq 24_6): Vj+§(5ﬁ- E) =0 ou,

?-(hgo Ej:o (Eq 24_14)
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logo, o termo a ser adicionado é Jo :go%, chamado por Maxwell de “densidade de

corrente de deslocamento”, um nome, infelizmente, enganoso, uma vez que nao existe uma
corrente de deslocamento, como pensava Maxwell. Entretanto, por raz@es historicas esse
nome ¢ mantido, da mesma forma que o termo “forca eletromotriz” ¢ mantido para indicar
tensdo.

Substituindo J  por j+go% na (Eq 24_7), obtemos finalmente as equagdes

fundamentais do eletromagnetismo, chamadas de EquacOes de Maxwell em
homenagem as grandes contribui¢ctes de James Clark Maxwell ao eletromagnetismo:

JjE-d§=g Lei de Gauss V-E =2V (Eq 24_6)
s & &
st B-dS=0 "LeideGauss" V-B=0 (Eq 24 9)
= = dg. . = = = oE
ch Bed/ = o) + pzy— & Ampere + Mawell VB = 1,3 + ey (Eq24.7)
_/jj E.d7=-9% Leide Faraday VxE = _o8 (Eq 24 8)
c dt ot

( Equacbes Fundamentais do Eletromagnetismo )

EX.01 : Escreva a) a lei de Ampére-Maxwell na forma integral, partindo da forma
diferencial. b) Escreva as equaces de Maxwell em termos de D e H .

ELETROMAGNETISMO

262 Aula : AS EQUACOES DE MAXWELL E A EQUACAO DA ONDA
25 1 As EquacgOes de Maxwell;
25_2 As Equacdes de Maxwell e a Eq. da Onda;

26 1 AS EQUACOES DE MAXWELL.

Vimos na aula anterior que Maxwell acrescentou a lei de Ampére um termo
denominado “corrente de deslocamento”, tornando a lei de Ampere consistente com 0s
fendmenos eletrodindmicos (cargas aceleradas). Em homenagem a Maxwell, o conjunto de
equacdes que descrevem todos os fendémenos elétricos e magnéticos conhecidos recebem o
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nome de EQUACOES DE MAXWELL. Veremos agora o significado de cada uma dessas
equacoes.

1) LEI DE GAUSS: O fluxo de E através de uma superficie fechada é gerado pela
carga dentro dessa superficie. Em outras palavras, cargas elétricas produzem campos
elétricos:

Jjg.dgzg V.E-~v
s &y &y

I1) LEI DE GAUSS PARA O CAMPO B : O campo magnético é sempre dipolar,
ndo importa qudo pequeno seja o volume considerado, e o fluxo de um dipolo € sempre
nulo através de qualquer superficie fechada. Em outra palavras, ndo existem monopolos
magnéticos:

st B-dS=0 V-B=0

I11') LEI DE FARADAY : A variacdo no fluxo magnético ¢, (através de uma

superficie aberta) produz uma fem. Conseqiientemente, o fluxo através de uma espira
produz, nesta espira, uma corrente elétrica. O sentido da corrente elétrica é tal que o seu

fluxo tende a se opor a variagdo do fluxo original ¢ :
= - — — 0B
E~d/=—d—¢ VxE=—6—.
c dt —— ot
Em outra palavras, um campo B que varia no tempo produz um campo E ndo conservativo.

IV) LEIDE AMPERE_MAXWELL : Segundo Ampére, uma corrente elétrica
produz um campo magnético. Maxwell, em adi¢do, mostrou que uma varia¢do no fluxo
elétrico ¢. também produz um campo magnético:

= = dg, = = = OE
JjCB~d/:,u0I+,u050—d—tE Vsz,uOJ+,uogog

26 2 ASEQUACOES DE MAXWELL E A EQUACAO DA ONDA

E bem conhecido o fato de que todos os fendmenos ondulatdrios sdo regidos pela
equacéo da onda:

2
vig-L 99 (Eq 25_1)
v® ot

sendova velocidade de propagacdo da onda e¢ a fungdo que descreve a onda em um
ponto (x,y,z) num dado tempo t isto é ¢ =¢(x,y,z,t). Naturalmente, para os casos
bidimensional e unidimensional,¢ = #(x,y,t) e ¢(x,t), respectivamente. V> é o operador
laplaciano
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2 2 2
v2:8_2+8_2+8_2 (3_D) ou
oF of
2 2
VZ:%+% (2_D) ou (Eq 25_2)
2
v2=% (1_D)
X

Para mostrar que as equacdes de Maxwell ddo origem a uma equacao de onda,
precisaremos da seguinte identidade vetorial:

6x§xﬁ:§(§-ﬁ)—vzﬂ (Eq 25_3)
Consideremos agora uma regido onde ndo exista matéria. As equactes de Maxwell
(na forma diferencial) ficam:

V.-E=0 (Eq25_4)
V-B=0 (Eq25_5)
S = 0B

VxE=-— Eq25_6
xE=-— (Eq25_6)
%E:yogoaa—f (Eq25_7)

Tomando o rotacional dos dois lados da (Eq 25 _6)
VxVxE=-2VxB
ot
e usando a identidade (Eq 25 _3)ea (Eq 25 7),

6(6.E)_vzﬁz_§(%go%j

como V-E=0 _ver(Eq25 4):

—
V’E = p,é, %t_ZE (Eq 25_10)

Procedendo de maneira andloga com a (Eq 25_7), teremos:

o=

V’E = p,é, %t_ZE (Eq 25_11)

Comparando as equactes (Eq 25_10) e (Eq 25_11) com a (Eq 25_1), vemos que 0
campoE e o campo B sdo ondas que se propagam no vacuo (regido sem matéria) com
1

v Ho&o

velocidade 9=

=3,010°m/s , que é a velocidade da luz segundo vérios
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experimentos de conhecimento de Maxwell. 1sso o fez sugerir que a luz ndo era sendo uma
pequena faixa do espectro eletromagnético, e fez entdo a previsdo da possibilidade da
radiocomunicagdo muito antes da deteccdo das ondas eletromagnéticas!

Freqiiéncia em Hertz

] Oﬁ ] 03 1012 1014 ] 015 ] 018 1015‘ _
i | | | | |
I l ,_l 1 I l
Fadicdifusic l Microondas ’_l l Raios Cama
Faiza de TV Infravermelho Rao X
Luz Visivel
]
Tltranoleta
Fig 25.1

A figura acima mostra esquematicamente a freqliéncia das ondas eletromagnéticas
conhecidas. Note quao pequena é a faixa correspondente a luz visivel.

As equacdes de Maxwell estdo para o eletromagnetismo assim como as leis de
Newton estdo para a mecanica. E de se notar ainda que enquanto a mecénica de Newton foi
completamente reformulada pela relatividade, a teoria de Maxwell se manteve intacta!

ELETROMAGNETISMO

27 Aula : ONDAS ELETROMAGNETICAS NO VACUO.
26_1 Ondas Transversais e Longitudinais;
26_2 Polarizagdo;
27_3  Ondas Planas monocromaticas;
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27_4  Ondas Eletromagnéticas no vacuo.

27_1 ONDAS TRANSVERSAIS E LONGITUDINAIS

As ondas que se propagam em uma corda quando alguém a balanca (fig. 26.1) sdo
chamadas de ondas transversais porque o deslocamento de um ponto (ponto P na fig. 26.1)
é perpendicular a direcdo de propagacéo da onda.

! Fig 26.1:
¥ W Ondas transversais
: em uma corda: o
. ! ponto P néo se
o~ e Ay desloca para a direita
Ou para a esquerda,
Fig 26.1 mas somente para
cima e para baixo.
Por outro lado, em uma onda longitudinal, por exemplo a onda que se desloca em
uma mola — Fig. 26.2 -, se olharmos para um ponto P qualquer dessa onda, veremos que
ele se movimenta para a frente e para tras, isto é, na mesma direcdo de propagacao da onda.

—

F

-
- - o < '; y Fig. 26.2: Ondas
w LHHL m L[HH} longitudinais em uma
r:/v mola: o ponto P se
Fig 26.2 : x  desloca na direco de
propagacdo da onda.

Note que para uma onda que se propaga sem deformacdo, a sua forma inicial deve
ser preservada. Isso significa que f(x,t)=f(x,,t=0). Se a onda se propaga para a direita

com velocidade constante ¢, entdo x=x,+ 9, e portanto, f(x,t)=f(x—H,t=0)=g4(x—4t),

que é a forma geral da funcdo de onda que se propaga para a direita. Por exemplo, uma
forma comum de onda é a senoidal ¢=gsen(kx—kvt+5), sendo ¢, a amplitude da onda,

k= 27” 0 numero de onda, (kx—kvt+ &) a fase da onda, e 5 a constante de fase da onda.

27 2 POLARIZACAO

Podemos facilmente nos certificar de que ha sempre duas direcdes perpendiculares a
qualquer linha de propagacgéo. Por exemplo, na figura 26.1 podemos balangar a corda para

cima e para baixo(+y,—y), ou para a direita e para a esquerda (+2,—2). Dizemos entdo

que essa onda possui “dois estados independentes de polariza¢do”, um em Yy e 0 outro em

z. No caso da onda longitudinal, a direcdo de polarizagdo coincide com a direcdo de
propagacao.
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27_3 ONDAS PLANAS MONOCROMATICAS

O termo “monocromatico” significa “de uma tnica cor”, e ¢ motivado pelo fato de
diferentes frequéncias na faixa do visivel estarem associadas a diferentes cores. Uma onda
monocromatica € uma onda de freqliéncia definida, ndo necessariamente na faixa do
visivel. J4 o termo “plana” se refere ao fato de que a onda ¢ uniforme (ndo possui
dependéncia espacial) sobre todo o plano perpendicular a direcdo de propagacdo. Embora
uma onda plana seja uma idealizagcdo, em uma regido suficientemente pequena toda onda
pode ser considerada plana, desde que seu comprimento de onda A seja muito menor do

que a curvaturaR da frente de onda (veja o ponto P da fig 26.3)

Fig. 26.3: Aproximacao de onda plana: 1// R.

Fig 26.3

27_4 ONDAS ELETROMAGNETICAS (EM) NO VACUO

Suponhamos agora uma regido do espaco em que ndo haja matéria, sendo

caracterizada pela existéncia de um campo elétrico, E = (O,Ey,O), e um campo magnético,
B =(0,0,BZ), ambos variaveis no tempo. Esses campos podem ter origem, por exemplo,

em uma corrente alternada percorrendo uma lamina infinita. Na auséncia de matéria, as
equacoes Maxwell ficam:

i)V-E=0 ii)V-B=0

= — OB = = oE
HI)VXE:_E IV)VXB:,UO&‘()E

Da equagoi) e de E=E,(x,y,z) ], temos:

_ ~ 0, OE, 0F, OE,

V-E + +—+= =0 .. E =E, (xz Eq26_1
b 8y oz ay y Y( ) ( q —)

Da equagdo ii) e de B=B,(x,y,z)k, temos:

VE:%BZ =0 .. B,=B,(x,y) (Eq 26_2)
z

Da equagéoiii ), temos:
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_ 6Ey o aEy OB

VxE=|ox oy oz]= ~ 8xk:_ atZk
0 E 0
oE
= E, =E, (x) (Eq26_3)
ok oB
S __ % Eq26_4
OX ot ( a ‘)

Finalmente, da equacéo iv), temos:

oB

10 . B,=B,(x Eq 265
E 0 (eas)
oB oE
a—XZ ==&, ?y (Eq 26_6)

Derivando (Eq 26_4) em relacdo a x :

oE
0% 0B, 0B , &, usando a Eq. (26_6):
OX OX ox ot ot ox

= HhoEy = (Eq 26_8)

Como ja vimos na aula anterior, as (Eq 26 _7) e (Eq 26_8) sdo as conhecidas

equacdes da onda cuja velocidade € ¢ = ! =3x10°m/ s na direcdo x. Por substituicéo
\ Ho€o
direta, podemos verificar facilmente que as solucdes da Eq 26 7 e Eq 26 _8 sdo,
respectivamente, para uma onda que se propaga para a direita(+x) X
B, = By,sen(kx—awt +5;) (Eq 26_9)
E, = E,sen(kx—awt +6; ) (Eq 26_10)
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Sendow =kc a freqiiéncia angular da onda, k :277[ 0 nimero de onda, e 5. a

constante de fase da onda. Na forma vetorial:

B =B, (x)k = By,sen(kx—at + 5, )k (Eq 26_11)
E=E, (x)j=Eysen(kx—ot+5¢) j (Eq 26_12)

Note que BeE sdo ondas planas e transversais. Além disso, elas devem satisfazer as
equacOes de Maxwell. Substituindo-as na Eq 26_4:

oE
8_;:_58'3; & KE,, cos(k, —at+6, )= By, (k —at+6,)
(0]
=—B =cB Eq 26 13
e, portanto: 0y T Poy =€ (Fq26.13)
5. =5, (Eq 26_14)

A Eq 26_13 relaciona as amplitudes das ondasB e E ; a Eq 26_14 nos diz que no
vacuo elas viagem em fase. Dessas informacBes resultam o modelo de onda plana
monocromatica, esquematizada na Fig. 26-4:

Fig. 26.4 : Modelo de
direcio de prupagaqﬁu onda plana monocromatica. A

direcio do campoEé, por

m /’;f,,. #ﬁfﬂ convencdo, a direcdo de
“/,//" aﬂ,lu’u*“ﬁy H;r’ / *  polarizacéo da onda EM.

Fio 26.4
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ELETROMAGNETISMO

28 Aula : ONDAS PLANAS MONOCROMATICAS EM MEIOS MATERIAIS.
27_1 Equagdes de Maxwell em Meios Materiais;
27_2  Ondas Eletromagneticas em Meios materiais Lineares Ndo-Dissipativos;
27 2.1 Dielétricos Perfeitos (Lineares);
27_3  Ondas em meios Lineares Dissipativos.

28 1 EQUACOES DE MAXWELL EM MEIOS MATERIAIS

Vimos que a presenca de meios materiais as equagdes de Maxwell podem ser
convenientemente reescritas para incluir efeito da polarizacdo e da magnetizacéo:

i)V-D=p, ii)V-B=0

i) VxE=-L v)VxH =3+2
ot ot

V)D=¢,E+P Vi)B =g H+u,M

Sendo P o vetor polarizacdo (definido como sendo a quantidade de dipolos elétricos da
amostra por unidade de volume); M é o vetor magnetizacdo (momento de dipolos
magnéticos por unidade de volume da amostra); D é o vetor deslocamento e H é o vetor

auxiliar, também chamado de inducdo magnética. Para meios lineares, ainda podemos
escrever:

P=¢,7E e M=y, H e conseqilentemente, dev) evi)

¢E ; &= permessividade do meio (Eq27_1)

B=uH ; u= permeabilidade do meio (Eq27_2)

28 2 ONDAS ELETROMAGNETICAS EM MEIOS MATERIAIS LINEARES NAO-
DISSIPATIVOS

28 2.1 Dielétricos Perfeitos (Lineares).

Consideramos inicialmente um dielétrico perfeito (o — 0) e inicialmente neutro.
Nesse caso, usando as (Eq 27_1) e (Eq 27_8) as equacdes de Maxwell ficam (J =0):

i)V-E=0 i)V-B=0

— B I OE
H)VxE=—— V)VxB=us—
)V x a ) He—
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Note gque essas equacdes sO diferem daquelas para 0 vacuo porque agora aparecem
u,eem vez de u,,g,. Portanto, tomando o rotacional de ambas os lados de iii) e iv) e

usandoVxVx A=V (5 : ﬂ) ~V®A paraoarcode A=E e A=B, respectivamente,
teremos:

- oO°E
V?E = e o

(Eq 27_3)
Equacbes de Onda .
2= o°B

VB = ue p

(Eq27_4)
e, portanto, podemos imediatamente concluir:

1

NS

¢ — velocidade da luz no vacuo (méaxima);

a) 9=

C . .
= — — velocidade da onda no dielétrico;
n

n — indice de refragéo no meio;

N=C./ ue = (Eq 27_5)

Ho&y

b) As ondasE e B viajam em fase no meio, e sem distorcéo (perda de energia).

c¢) Para uma onda plana se propagando no sentido+x :

E =E,y sen(kx—ot +6) (Eq 27_6)
B =Bk sen(kx— ot +9) (Eq27_7)
E, =CB, (Eq27_8)

w =9k =27v (Eq 27_9)

d) Esquematicamente (Fig 27.1):

&

y | &
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28_3 ONDAS EM MEIOS LINEARES DISSIPATIVOS
Para condutores, as cargas livres se movimentam facilmente, e como ja vimos
podem considerar p,, =0 , pois as cargas véo para a superficie num tempo extremamente

curto. Entretanto, a densidade de corrente J = o E ndo sera nula, sendo o efeito de uma

corrente superficial ou “pelicular” através do condutor. Substituindo J =oE nas equacoes
de Maxwell bem como as (Eq 27_1) e (Eq 27_2):

i)V-E=0 ii)V-B=0

L= = e — oE

H)VxE=—— IV)VxB=uckE+ us—
) a ) HOB+pe—

Repetindo o procedimento de tomar o rotacional nas equacdes ii) e iv) e usar a
identidade vetorial VxV x A=V (§ : _A') ~VZA teremos:

= ’E oE
V?E = e —+ o — Eq27_10
Moo T (Eq27.10)
o’B OB
— Eq27_10
a M (Eq27.10)
cujas as solugdes sdo, para uma onda polarizada em x e se propagando no sentido+z :
E=E,ie *sen(kx—at+5) (Eq27_12)
B=B,je “sen(kx—at+0J) (Eq 27_13)
sendo:
_ - %
q=aw,2 1+(ij -1 (Eq27_14)
2 E®
_ - _%
k=w,/ 1+(i] +1 (Eq 27_15)
2 EQ
S.=6,+¢ = tan‘l% (Eq27_16)

Note que agora as ondas sdo amortecidas por um fator exponencial e defasadas (fig. 27.2):

&

v | &

Mo 225 Lty i /lf# L
é%‘ww i

Fig 27.2
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ELETROMAGNETISMO

282 Aula: O TEOREMA DE POYNTING.

28 1  Conservacdo da Energia;

28 2 Vetor Poynting;

28 3  Valores Médios.
28 1 CONSERVACAO DA ENERGIA.

O teorema de Poynting (J. H. Poynting, 1884) relaciona a poténcia total que flui

para dentro (ou para fora) de um certo volume com a poténcia dissipada dentro (ou fora)

desse volume. Portanto, esse teorema expressa a conservacdo da energia. Para demonstra-
lo, vamos fazer uso da seguinte identidade vetorial

V-(ExH)=H-(VxE)-E-(VxH), (Eq28.1)
do teorema da divergéncia
mﬂ-d§:jﬁ-ﬂdv , (Eq 28_2)

e das equacdes de Maxwell

i)'V-D=p, ii)V-B=0
i)V E =22 W)V xF =3+ 22
ot ot
com D=cE ; B=uH . (Eq 28_3)

Tomando o produto escalar de iii) por e de iv) por:
— = = 0B ) —
H(VxE)=|-——|-H Eq28 4
(VxE) [ &J (Eq 28_4)
E-(WH):E-3+E-— (Eq 28_5)

Subtraindo (Eq 28_4)de (Eq 28_5) e usando (Eq 28_3):
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ﬁ.(6xﬁ)_6.(ﬁxﬁ):E.(_@]_EJ_EE.(%] (Eq25.6)

Substituindo o lado esquerdo de (Eq 28 _6) pela identidade (Eq 28 1) e
reescrevendo o lado direito usando:

;(BXB) @?J %+§-[%J 2B- (%IBJ (Eq 28_7)
VA(ExH)--2<(BB)- 22 (E-E)-ET (Eq 28_8)

oUW d . 6 uu
O, NA{ExH Jdv = o} e ALY

Substituindo B= mH e usando o teorema da divergéncia (Eq 28_2) no lado
esquerdo:

Esse é o teorema de Poynting. O lado esquerdo representa a emergia total fluindo
para um certo volume; a primeira integral do lado direito é a energia armazenada nos

campos elétrico e magnético (Wewm); a segunda integral representa a energia dissipada por
efeito joule (figura 28.1).

&B*  eE’0 L
V- o EXdV  (Eq28.9
“wOm 250 O (F426.9)

| o

SH g_|o
]

28_2 VETOR POYNTING

O teorema de Poynting, Eq.(28-9), nos diz que a taxa de energia que flui para um
certo volume (1° termo) € igual a taxa com que a energia é dissipada pr efeito Joule dentro
do volume mais a taxa com que é armazenada nos campos — Fig. 28.1.

lustracdo do
tearema de Poynting

Fig. 28.1. llustracdo
do teorema de Poynting,
que expressa a conservagao
da energia.

A energia  por
unidade de tempo por
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u u
unidade de area transportada pelos campos E e B é chamada de Vetor de Poynting S:

u o u
S-2E'B : B} V\r'r?ztt (Eq 28_10)

3|e

wu
O sentido de S € o sentido de propagacdo da energia, seu modulo é a poténcia por
u

area, no caso de propagacdo de ondas eletromagnéticas, o sentido de S é o sentido de
propagacao da onda.

A densidade de energia armazenada no campo eletromagnético é:

Joule

my=m+m, , [my,F Ml Ml o (Eq 28_11)
= eE’ ; = B—Z Eg28 12
My === & M= - (Eq 28_12)

EX.01: Verifique o teorema de Poynting para um fio cilindrico de raio b percorrido
por uma corrente constante I. A Condutividade do fio é s e 0 seu comprimento é |
(Fig.28-2).

Solucgéo:

E

Fig.28.2 : Fio cilindrico de comprimento ¢ percorrido por
uma corrente |

v
N
Fig 282

u u

) ~ d . L ru
Do teorema de Poynting, temos NSNdA— aovaMdV- OVEx]dV

Como os campos sdo estaticos (corrente constante), a taxa de variacdo de E e B, €
nula. Além disso:
ur B rTbI un - u
- —2pr & ¢ perpendicular a E em cada ponto.
Da lei de Ohm na forma vetorial:

wu u
J=SsE ou E= . Substituindo no teorema de Poynting:

J_o |
s pb’s
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~ E
—BdA: b)l = —|2 RI? |
Eb/‘In‘b pb2£2pb Pb) "

que ¢ perda por efeito Joule. Ainda:

s - AN
o, EJdv = Ev= gpb'zs ‘;f#%(pbz)l = S'—A|2= RIZ (i)

como (1) =(I1), c.q.v.

28 3 VALORES MEDIOS

Em geral estaremos interessados no valores da energia, momento e pressdo médios.
Por exemplo, no caso da luz em que o comprimento de onda vale | : 10 "m e o periodo da

onda vale T: 10 ’s qualquer medida envolvera varios ciclos, ndo havendo muito sentido
trabalhar com valores instantaneos. O valor médio de uma funcéo é, por definicdo, a soma
de todos os valores possiveis, dessa fungdo num dado intervalo, dividido por esse intervalo,
isto é,se f = f(t) e T e o intervalo considerado, entdo:

(f)=T= —0 " (bt (Eq 28_13)

é o valor médio de f. No caso de uma funcdo periddica, T € o periodo da funcéo.
Especificamente para uma onda eletromagnética que se propaga no sentido + x :

E= E,§sen(kx- wt+ d)

w (Eq 28_14)
B= B,Rsen(kx- wt+ d)

u u
e, além disso, como E = cBteremos, lembrando que E” B :

u 2
S= Eo sen? (kx- wt+ d)p (Eq 28_15)
m,

e, portanto, usando (Eq 28 _13):

<m>= Eogo 1 = (Eq 28_16)

O valor médio do mddulo do vetor de Poynting é chamado de intensidade da onda
eletromagnética, I:

1= (S)= %Eg (Eq 28_16)
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ELETROMAGNETISMO

30 Aula : O VETOR DE POYNTING: ENERGIA, MOMENTO E PRESSAO DA
RADIACAO.

28_1 Densidade de Energia elétrica e Magnética e Vetor de Poyinting;

28 2 Momento Linear e Vetor Poynting;

28 3 Valores Médios.

29 1 Densidade de Energia elétrica e Magnética e Vetor de Poyinting;

u
Vimos na aula anterior que o vetor de Poynting S relaciona a energia por area por
tempo transportada para dentro de um volume com a poténcia dissipada e/ou armazenada

dentro desse volume. No caso especifico da radiacdo eletromagnética, vimos que

w1 U uw
S=—E' B , (Eq 29 1)
m,

§ 6 0 sentido da propagacao de onda;
S é a energia/area/tempo transportada pela onda, ou em outras palavras, a poténcia

por area. Vimos ainda que

Tt ety (Eq29_2)
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é a densidade de energia armazenada nos campos elétrico e magnético. Partindo da (Eq

1
V&M

mostrar isso, consideremos um paralelepipedo de lados infinitesimais, como mostrado na

29 _1) e usando as relagbesE=cB e c=

ndo é dificil mostrar que m. = m, . Para

figura 2

Y
Fig. 9.1: O Fluxo do vetor S através da area

da secdo transversal dxdzj é a poténcia

transmitida pela onda.

[
!

Y

Fig 291
Da defini¢do de Vetor de Poynting e da figura 9.1:

energia (U) _ du
area ~ tempo  dxdzdt

S= ou dU = S dxdzdt (Eq29_3)

Multiplicando e dividindo o lado direito por dy e observando que %: c, a

velocidade da onda eletromagnética no vacuo,

du = %dxdydz ou 3—U= %" Moy » (Eq 29_4)

em que MLy € a densidade de energia do campo eletromagnético. Portanto:

S_EB_B°_B° B’ _gFE" B 20 5
¢ me m 2m 2m 2  om @ (923

como antecipamos.

29 2 MOMENTO LINEAR E VETOR POYNTING



Prof. Carlos Eduardo Fernandes 126

Ao atingir um condutor, o campo elétrico da onda eletromagnética (EM)
estabelece uma corrente elétrica na direcdo do campo elétrico. Seja um condutor de

dimensdes infinitesimais, como mostrado na figura na figura 29.2:

E 124 7=14

Fig. 29.2: A parte elétrica da onda EM

dé& origem a uma corrente e estabelece tensdo

Y entre as extremidades do condutor.

Fig 29.1

A poténcia dissipada pelo efeito Joule é

du
P:H:VI - Ele ) (Eq 29_6)
A forca magnética sobre o condutor é:
o A E
F =‘I€xB‘ = [1dzBj| = 1dz = | (Eq29.7)
C
Combinando (Eq 29_6) e (Eq 29_7), temos:
c_1du
= E —d " (Eq 29 _8)
Da lei de Newton F = 3—? , € da equacdo acima, temos dp:EdU , ou, usando a Eq
C
29 4:
1
C
.S
ou Ap= FAV (Eq 29_9)

Note que no caso de reflexdo total da onda,

Ap=p;-p;=2p, pois p,=p,=p (Eq 29_10)
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e no caso de absorcgdo total, p, = 0, de onde Ap = p, isto &, 0 moneto, para um mesmo

volume, é maior quando ocorre reflexdo total.

29_3 PRESSAO DA RADIAGAO E VETOR POYNTING
Da (Eq 29_7), vemos que a radiacdo exerce uma forca no mesmo sentido de S .
Portanto, havera uma presséo dada por:

F 1 dv 1 dv dy
=== - = &y Eq 29 11
Pr= AT Cldtdzdx  C dxdydz dz (Eq29_11)

usando (Eq 29_4):
S
=— Eq29 12
P = (Eq29_12)

Note que no caso de reflexdo total a variagdo do momento, e portanto a forga, e

consequentemente a pressdo, para uma mesma area, € o dobro de quando ocorre absor¢do

total:

Absorcdo Total (Eq 29_13)

S
_Jc
Pr= 2S  Reflexdo Total
c
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